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lam = eigen(S)$val
barplot(lam,main="Wartosci wtasne S")

METODY NUMERYCZNE - SKRYPT 2

Warto.ci w.a.ne S

Wezytajmy pierw macierz sztywnoéci z pliku:

o
S = as.matrix(read.table("data/metnum/S.txt")) Q
S = Matrix(S,sparse=TRUE)
o
o p—
Mozemy sobie teraz wySwietli¢ gdzie ma ona niezerowe elementy:
o
image (S) & 7
o
o p—
-
200
O -
50 150
100 100
=
@] . . . . L . .
@ 50 Jako, ze macierz jest symetryczna wszystkie wartosci wlasne sa rzeczywiste. Warto
150 zauwazy¢, ze trzy ostatnie wartosci wlasne sg praktycznie réwne zero:
0 print.few(lam)
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Column
Dimensions: 252 x 252
Jest to zwiazane z wolnymi stopniami swobody naszego uktadu. Mozemy pozby¢ sie
Mozemy teraz zobaczy¢ jej wartosci wlasne tych stopni zastepujac odpowiednie wiersze wierszami macierzy jednostkowe;j
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fix = c(1,2,42) # Wybrane wiersze i=80
I = diag(nrow(S)) # Macierz jednostkowa o odpowiednim rozmiarze F = rep(0,nrow(S))
S[fix,]=I[fix,] # Zastepujemy wiersze F[i]l = -10

S[,fix]=I[,fix] # Zastepujemy kolumny (by macierz pozostala symetryczn
lam = eigen(S)$val

barplot (lam,main="Wartosci wtasne S") Odksztalcenie spowodowane taks sitg to d = S~LF.

d = solve(S,F) # funkcja solve rozwigzuje S d = F
Warto.ci w.a.ne S plot(d)

400
|

300
|

200
|

100
|

Teraz ostatnie wartosci sa juz niezerowe 0 50 100 150 200 250

print.few(lam) Index

M I Aaag 29 A250 A2s1 A2s2 Odksztalcenie to w tej formie trudno zinterpretowa¢. Po pierwsze co drugi element

418.4139 411.7858 .- 1 1 0.7062446 0.208298 0.0559314 oznacza odksztalcenie w X a co drugi w Y:

plot(d,col=1:2,pch=16)

Rozwazmy teraz przylozenie sity w 80-tym stopniu swobody. Wektor sit F' bedzie legend("topright ,c("X","Y") ,col=1:2,pch=16)

mial zera wszedzie poza 80-tym elementem.
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Tutaj warto zauwazy¢, ze cho¢ macierz S jest rzadka (ma malo niezerowych elemen-

tow) tak macierz S~! bedzie pelna:

Column
Dimensions: 252 x 252

Index
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Mozna to sobie wyobrazi¢ w nastepujacy sposéb. k-ta kolumna macierzy odwrotnej
S~1 jest réwna S~lv, gdzie v to wektor samych zer z jedynka na k-tym miejscu.
Mozna wiec powiedzie¢, ze k-ta kolumna macierzy S~! to odksztalcenie belki przy
przytozeniu jednoskowej sity w k-tym stopniu swobody. Jak wiemy, niezaleznie

w ktérym stopniu swobody przylozymy site, odksztalcenia beda wystepowaly we

wszystkich stopniach swobody. Oznacza to, ze wszystkie kolumny macierzy S~*

beda pelne niezerowych elementéw.

Zobaczmy 80-ta kolumne:

Si = solve(S) # funkcja solve zwraca tez macierz odwrotng

image (Si)

plot(Si[,i])
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Koszt policzenia S~ jest bardzo wysoki. Nawet przechowanie takiej macierzy moze
by¢ niemozliwe. Dlatego w wiekszosci zagadnien numerycznych nigdy nie liczona jest
bezposrednio odwrotno§é¢ macierzy, lecz rozwiazywany jest zadany uktad Sx = F.
W naszym wypadku prawa strona to wektor sit F, za§ niewiadoma z to odksz-
talcenie. Rozwigza¢ taki uklad mozna na wiele sposobéw. Dla duzych ukladéw
liniowych i nieliniowych wykozytujemy metody iteracyjne. Maja one na celu nie
roziwigzanie problemu w ogélnosci (znalezienie S~1) lecz w jak najmniejszej ilodci it-
eracji znalezienie najlepszego przyblizenia rozwiagzania x. Lecz jak mozna sprawdzié¢
czy rozwiazanie jest bliskie dokladnego, jeéli doktadne nie jest znane?

Wezmy dowolny wektor:

x0 = rnorm(ncol(S))
plot (x0)
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Jedyne co mozemy stwierdzi¢ to jak daleko jestesmy od spelnienia naszego ukladu,
odejmujac lewa od prawej strony réwnania:

x = x0
r=F - S %% x
plot(r)
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takiej mozliwoéci zbadania nie mamy, lecz w naszym przykltadzie mozemy przyjzeé
sie tej macierzy.

o
o —
© °© ° lam = eigen(solve(P,S))$val
— o oo barplot(lam,main="WartosSci wtasne P"-1 S")
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Taki wektor nazywamy residualem. Zazwyczaj by go zmierzy¢ jedna liczba méwimy 0
ze residual to |72 = />, 7. Aktualnie wynosi on 2909.149542. S
Zauwazmy, ze residual méwi nam jak daleko jesteSmy od rozwigzania, ale nie méwi o
nam praktycznie w jakim kierunku mamy i§¢. Jesteémy w z, chcemy byé¢ S™'F, o -

lecz jedyne co wiemy to nie kierunek S~'F — z, lecz F — Sz. Zeby wiedzie¢ gdzie

nalezy i$¢, musimy mieé jakiekolwiek przyblizenie S—'. Takie przyblizenie nazywamy

preconditionerem. Zwyczajowo piszemy, ze construujemy P ~ S, tak by P! ~ §~!

- lecz w rzeczywistosci nalezy mys$leé o preconditionerze jako o operatorze P!,

poniewaz wewnatrz programu, tylko on jest realizowany. Najprostrzym przyktadem

preconditionera jest odwrotnos$é przekatnej macierzy (preconditioner Jacobiego):

Widzimy, ze w poréwnaniu z S macierz ta ma wartosci zgromadzone w okoto 1.

P=S5

Plrow(P) != col(P)] =0 Patrzac w dziedzinie zespolonej, zalezy nam by A byly wszystkie jak najbardziej

zgromadzone blisko 1:

Nie ma dobrej metody stwierdzenia, ze dana macierz bedzie dobrym precondi-
tionerem dla innej, poza zbadaniem wtasciwosci P~1S. Chcieliby$my by macierz

ta byta mozliwie bliska macierzy jednostkowej. W duzych zagadnieniach oczywiscie ot Len(lem)
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Podobunie prostym preconditionerem jest wziecie za P dolnej tréjkatnej czesci S
(preconditioner Gaussa-Seidla):

P=S=S

Plrow(P) > col(P)] =0

Taka macierz jest tez bardzo tatwa do odwrécenia. Daje ona bardzo przyzwoity
rozktad wartosci wlasnych:

lam = eigen(solve(P,S))$val
plot.lam(lam)

1.0

0.5
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0.0

Widzimy natychmiast, ze wartosci te nie sa juz czysto rzeczywiste - poniewaz P nie
jest teraz symmetryczna.

WezZmy wiec nasz najprostrzy preconditioner

P=S58
Plrow(P) != col(P)] =0

I w kazdej iteracji przesutimy si¢ o: P~lr ~ S~y = S1(F — Sz) = S™'F — 2. To
powinno nas doprowadzi¢ do rozwiazania:

x = x0
for (i in 1:itmax) {
r=F -8 Jx x
= solve(P,r)
X=x+p
if (residual(i,r,"Jacobi'")) break

el
|

3

draw.residuals()
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Widzimy natychmiast, ze residual zamiast spada¢ rozbiega sie wykltadniczo. Jesli
spojzymy na nasza procedure, to odmnarza ona nieustannie z przez (I — P~1S)
poniewaz:

By uniknaé takiej sytuacji mozemy wprowadzi¢ wspolczynnik relaksacji a < 1, ktory

v=z4p=a+P r=x+P (F— Sa) = (I — PilS)x L plE zeskaluje wartosci wlasne by miescily sie w stabilnym okregu:

Oznacza to, ze wartosci wtasne (I — P~1S) poza jednostkowym okregiem beda
powodowaé rozbierznosé.

alpha = 0.7
lam = eigen(I - solve(P,S))$val lam = eigen(I - alpha*solve(P,S))$val
plot.lam(lam) plot.lam(lam)

13 Wydzial Mechaniczny Energetyki @ Lotnictwa, Politechnika Warszawska 14



. . . Creative Commons License:
@ L. Laniewski-Wollk METODY NUMERYCZNE : SKRYPT 2 Attribution Share Alike @

o ] .
— Pt TeeaL
v _| / AN
o K .
! \
! \
! \
~_~ 1 ly
S o | ; IR0 )
[0) o “ '
m \ II
‘ ]
\ 1
0 Y '
o \ /
| L,
S .
' | T T T
-2 -1 0 1
Re())

Metoda z tak dobranym wspotczynnikiem jest juz zbierzna:

delete.residuals("Jacobi")
alpha = 0.7
x = x0
for (i in 1:itmax) {
r=F -8 %% x
p = solve(P,r)
X = x + alpha*p
if (residual(i,r,"Jacobi alpha=0.7")) break

}

draw.residuals()

— Jacobi alpha=0.7

Residual
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Iteracja

WeZmy teraz znéw jako preconditioner macierz gérno-trojkatna.

P=S8
Plrow(P) < col(P)] =0

Warto zauwazy¢, ze dla preconditionera Gaussa-Seidla, mozna dobra¢ wspotczynnik
a nawet wiekszy od jedynki (nadrelaksacja):

alpha = 1.5
lam = eigen(I - alpha*solve(P,S))$val
plot.lam(lam)
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alpha = 1.5

x = x0

for (i in 1:itmax) {
r=F -8 /*h x
p = solve(P,r)
X = x + alpha*p

if (residual(i,r,"Gauss-Seidl alpha=1.5")) break

}

draw.residuals()
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Latwo zauwazy¢ ze dobdr jednej wartosci a na wszystkie iteracje jest nieoptymalny.
W kazdym kroku nalezaloby dobieraé¢ o oddzielnie. Jesli wezmiemy sume kwadratow
residuali: f(a) = 1'7"12 = rTr, to mozemy dobraé¢ tak a by f bylo minimalne po
iteracji. Residual po iteracji (1) jest rowny:

) — p— gD — 52" — aSp =™ —aSp
Roézniczkujac f po ai przyréwnujac pochodng do zera dostajmey:

oo T(Sp)
(Sp)T(Sp)

Zobaczmy taka metode dla preconditionera diagonalnego:

P=S5S
Plrow(P) != col(P)] =0

By lepiej zobaczy¢ co sie dzieje zapiszemy wszystkie kolejne a w wektorze, by p6zniej
je zwizualizowag.
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x = x0
alphas = NULL
for (i in 1:itmax) {
r=F -8 /*x} x
p = solve(P,r)
Ap = S %) p
alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)
X = x + alpha*p
alphas = c(alphas,alpha)
if (residual(i,r,"Basic MINRES")) break
}

draw.residuals()
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Jak wida¢ w przy takim optymalnym doborze « residual monotonicznie spada.
Mozemy teraz zobaczy¢ jakie wartosci przyjmowal ten wspotczynnik w trakcie pro-
cesu zbierznosci:

plot(alphas,log="y",ylab=expression(alpha),xlab="Iteracja'")
abline(h=0.7,1ty=2)
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Iteracja

Jak wida¢ Wykraczaja one wielokrotnie poza zakres stabinych wspoétczynnikéw po-
drelaksacji dla metody Jacobiego. Oznacza to ze w danej iteracji wspotczynnik «
nie jest ograniczony przez najbardziej odstajace wartogci wlasne P~1S.

Do$¢ niejednorodne zachowanie metody MINRES wynika z czestej sytuacji w ktorej
to co zyskaliSmy w jednym kroku “tracimy” w nastepnym. Metoda monotonicznie
redukuje residual, wiec w rzeczywistosci nie “tracimy” w kolejnej iteracji, co raczej
“nie uzyskujemy tyle ile bysmy mogli”. Mozna sobie to wyobrazi¢ w nastepujacy
sposob. Zaluzmy ze chcemy dotrzeé do portu na jeziorze, lecz z powodu wia-
tru mozemy wykonywaé tylko ruchy po skosie. Jeli bedziemy plynaé zawsze w
danym kierunku, az bedziemy najblizej portu (minimalne residuum) i dopiero wt-
edy wykonywa¢ zwrot, w nastepnym ruchu musimy znéw duzo przeplynaé.

Wezmy wiec jezioro i port (b) na nim.
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b = c(2.9,0)
draw.lake(b)
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Do tego wezmy macierz A ktora bedzie realizowa¢ zwykta odlegtoéé¢ euklidesows i
preconditioner ktéry bedzie dawal nam sko$ne kierunki ruchu:

A
P

diag(2)
matrix(c(1,0.8,0.9,1),2,2)*4

Dla zadanego punktu poczatkowego xg mozemy policzy¢ residual i kierunek p:

x = ¢(-0.5,0.5)
r=>ob- A% x
p = solve(P,r)

draw.lake(b)
draw.boat (x,p)
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Dla takiego uktadu optymalna « to krok dla ktérego punkt x; bedzie najblizej portu.
Mozna ja policzy¢ za pomoca tego samego wzoru:

Ap = A Ux% p
alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

Wynosi ona 0.6535693, wiec t6dka powedruje nie caly wektor p lecz jego kawalek.

draw.lake(b)
draw.boat (x,p)

x = x + alpha * p
r=">b- A /x, x
p = solve(P,r)
draw.boat(x,p,1)
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By polepszyé zbierznosé, mozemy zachowa¢ poprzedni kierunek p i uzyé¢ go do
poprawienia nastepnej iteracji. Zaluzmy, ze preconditioner wskazuje nam pewien
) . ) ) o kierunek p = P~ lr, za§ w poprzedniej iteracji poruszyliémy sie w kierunku q.
Jednak a w nowym kierunku jest wysoka (2.7389444) i punkt x znéw przesunie sie Mozemy usunaé czesé p ktora juz w poprzedniej iteracji uzyskalismy modyfikujac
daleko po skosie. kierunek p za pomoca p’ = p — Bq. Stosujac analogiczne rozumowanie jak porzednio
_ (5a)7(Sp) i
otrzymamy (5 = BTG & doktadnie;j:
-1
B=1[S)"(Sa)] ~ [(S9)" (Sp)]
draw.lake(b)
x = ¢(-0.5,0.5) x = x0
for (i in 1:12) { for (i in 1:itmax) {
r=">b-AY%x r=F -8 %% x
p = solve(P,r) p = solve(P,r)
draw.boat (x,p,NA) if (1 !'=1) {
Ap = A Jx% p Ap = S 7l p
alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap) Aq = S U*% q
x = x + alpha*p beta = sum(Ap * Aq)/sum(Aq * Aq)
} p =p - beta x g
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} p = solve(P,r)
Ap = S Ix% p if (1 '= 1) {
alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap) Ap = S Yx% p
x = x + alpha*p Aq = S Y% q
if (residual(i,r,"MINRES + beta")) break beta = solve(t(Aq) 7%*% Aq, t(Aq) %*% Ap)
q=p P =P - q /¥ beta
}
draw.residuals() Ap = 8 U*% p
alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)
x = x + alphax*p
if (residual(i,r,"MINRES + beta (full)")) break
q = cbind(p,q)
}
— . d . idual
o — Jacobi alpha=0.7 el )
? —— Gauss—Seidl alpha=1.5
+
o \\ Basic MINRES
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N
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o _
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©
o
Wida¢ natychmiast, ze dzialanie tak zmodyfikowanej metody MINRES jest szybsze, é T I | | | |

ale tez bardziej stabilne (bez diugich ptaskich fragmentéw). Rozumowanie takie

. . . C . ., . s s P 0 500 1000 1500 2000
mozna pociagnaé¢ dtuzej i zachowywaé wszystkie wezesniejsze wektory, by uzyé ich
by poprawia¢ kazdy kolejny kierunek. lteracja
x = %0
q = NULL

Taka metoda ma bardzo szybka zbierzno$¢, lecz wymaga w ogoélnosci przechowywa-
nia bardzo duzej ilosci wektorow. Wymaga takze odwracania macierzy [(Sq)”(Sq)]
ktéra z iteracji na iteracje robi sie coraz wieksza. Macierz ta jest tez czesto zle

for (i in 1:itmax) {
r=TF - S Y% x
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uwarunkowana i poprawna implementacja tej metody wymaga troche dodatkowej
uwagi. Zazwyczaj resetuje sie zestaw wektoréw ¢ co jakis§ czas by uniknaé¢ narasta-
jacych probleméw.

o | —— Jacobi alpha=0.7
? 4 —— Gauss-Seidl alpha=1.5
. . . ] X Raocie MINRES
Dodatnio okreslona macierz symetryczna I | \M
s © | MINRES + beta (full)
Jesli macierz A jest symmetryczna, to rozwigzanie uktadu Az = b jest réwnowaznie 3 9 Symmetric, positive MINRES (full)
nie tylko z minimalizacja residualu (r77r), ale tez z minimalizacja a(z) = 27 Az — é -
227h. Jedyna réznica jaka z tego wynika, to inna formuta na o i f3: $ i
3
T _
o r* Ap ©
T Ap ?
)
- | | | | |
o=l 0 500 1000 1500 2000
8=1[qd"Ad]  [¢" Ap]
Iteracja
x = x0
q = NULL
for (i in 1:itmax) {
r=F - S J*L x
p = solve(P,r)
if (1 !'=1) {
Aq = S Y*% q Taka metoda ma takze bardzo dobra zbierznos¢. Widaé jednak na wykresie, ze
beta = solve(t(Aq) %% q, t(AQ) %*% p) zbierzno$¢ jej jest nie monotonicznas:
P =p - q %*) beta
}
Ap = S Yl p
alpha = sum(r * p)/sum(p * Ap)
X = x 1 alpha*p
if (residual(i,r,"Symmetric, positive MINRES (full)'")) break
q = cbind(p,q)
}
draw.residuals() draw.residuals("Symmetric, positive MINRES (full)')
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ze wystarczy zapisa¢ jeden wektor g by uzyska¢ tak samo dobra zbierznosé jak przy
zapisywaniu wszystkich. Taka metoda nazywa sie Conjugate Gradient:

N —— Symmetric, positive MINRES (full
g | S L Ymmaic ()
(]
—
N _
5 7-
s g
(%)
a _
o <t
?
(]
—
o _
o
q') pa—
A T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Iteracja

Nie jest to niespodziewane, poniewaz minimalizujemy teraz 7 Az — xb (i funkcja ta
monotocznie spada), a nie Y, rZ.

To czego nie wida¢ odrazu, to to, ze wektor § we wszystkich iteracjach ma tylko x = x0
jeden niezerowy element (odpowiadajacy g bezposrednio z poprzedniej iteracji). Dla for (i in 1:itmax) {
przykladu 3 z ostatniej iteracji to: r=F - S Yx% x

p = solve(P,r)
print.few(beta,"\\beta") if (i '=1) {

Aq = S %*% q
beta = sum(Aq * p)/sum(Aq * q)
P =p - q %*/ beta

B SR Bios Bios Bio7 Bios B1og }
- 0o - 0 0 0 0 0 Ap = S Ux% p
0.2660422 alpha = sum(r * p)/sum(p * Ap)

x = x + alphax*p

if (residual(i,r,"Conjugate Gradient'")) break
Nie jest to przypadek, tylko analityczna konsekwencja poprzednich iteracji. a=P

Pokazanie tego pozostawiam jako dobre ¢wiczenie dla czytelnika. Wlasciwosé ta ¥ )

(przypominam: dla macierzy symmetrycznych i dodatnio okreslonych) powoduje, draw.residuals()
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o | — Jacobi alpha=0.7 o | —— Jacobi alpha=0.7
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Tlos¢ iteracji potrzbnych do osiagniecia wymaganego residuum:
Warto na koniec zauwazy¢, ze metoda ta ma na tyle dobra zbierzno§é, ze mozemy jej

uzy¢ nawet bez jakiegokolwiek preconditionera (i troche przeorganizowaé kolejnosé it = tapply(resid$iteration,resid$name,max)
obliczen):

it[it==itmax] = paste(">", itmax)
kable(data.frame(Iteracji=it))

x = x0

r=F - S %x/ x "

q-r Tteracji

for (i in 1:itmax) { Jacobi alpha=0.7 > 2000
if (residual(i,r,"Conjugate Gradient (no precond)")) break Gauss-Seidl alpha=1.5 > 2000
Aq = S Y% q Basic MINRES > 2000
alpha = sum(r * q)/sum(q * Aq) MINRES + beta 551
x = x + alpha*q MINRES + beta (full) 109
r = r - alpha*Aq Symmetric, positive MINRES (full) 110
beta = sum(r * Aq)/sum(q * Aq) Conjugate Gradient 110
Q=71 - beta * q Conjugate Gradient (no precond) 126

}

draw.residuals()
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