
Metody Numeryczne - Skrypt 2

Wczytajmy pierw macierz sztywno±ci z pliku:

S = as.matrix(read.table("data/metnum/S.txt"))

S = Matrix(S,sparse=TRUE)

Mo»emy sobie teraz wy±wietli¢ gdzie ma ona niezerowe elementy:

image(S)

Dimensions: 252 x 252

Column

R
ow

50

100

150

200

50 100 150 200

−50

0

50

100

150

200

Mo»emy teraz zobaczy¢ jej warto±ci wªasne

1

lam = eigen(S)$val

barplot(lam,main="Warto±ci wªa±ne S")
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Jako, »e macierz jest symetryczna wszystkie warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste. Warto
zauwa»y¢, »e trzy ostatnie warto±ci wªasne s¡ praktycznie równe zero:

print.few(lam)

λ1 λ2 · · · λ248 λ249 λ250 λ251 λ252

418.4178 411.8008 · · · 1.554674 0.3134155 0 0 0

Jest to zwi¡zane z wolnymi stopniami swobody naszego ukªadu. Mo»emy pozby¢ si¦
tych stopni zast¦puj¡c odpowiednie wiersze wierszami macierzy jednostkowej
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fix = c(1,2,42) # Wybrane wiersze

I = diag(nrow(S)) # Macierz jednostkowa o odpowiednim rozmiarze

S[fix,]=I[fix,] # Zast¦pujemy wiersze

S[,fix]=I[,fix] # Zast¦pujemy kolumny (by macierz pozostaªa symetryczna)

lam = eigen(S)$val

barplot(lam,main="Warto±ci wªa±ne S")
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Teraz ostatnie warto±ci s¡ ju» niezerowe

print.few(lam)

λ1 λ2 · · · λ248 λ249 λ250 λ251 λ252

418.4139 411.7858 · · · 1 1 0.7062446 0.208298 0.0559314

Rozwa»my teraz przyªo»enie siªy w 80-tym stopniu swobody. Wektor siª F b¦dzie
miaª zera wsz¦dzie poza 80-tym elementem.
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i=80

F = rep(0,nrow(S))

F[i] = -10

Odksztaªcenie spowodowane tak¡ siª¡ to d = S−1F .

d = solve(S,F) # funkcja solve rozwi¡zuje S d = F

plot(d)

0 50 100 150 200 250

−
0.

8
−

0.
4

0.
0

0.
4

Index
d

Odksztaªcenie to w tej formie trudno zinterpretowa¢. Po pierwsze co drugi element
oznacza odksztaªcenie w X a co drugi w Y:

plot(d,col=1:2,pch=16)

legend("topright",c("X","Y"),col=1:2,pch=16)
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Tutaj warto zauwa»y¢, »e cho¢ macierz S jest rzadka (ma maªo niezerowych elemen-
tów) tak macierz S−1 b¦dzie peªna:

Si = solve(S) # funkcja solve zwraca te» macierz odwrotn¡

image(Si)
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Mo»na to sobie wyobrazi¢ w nast¦puj¡cy sposób. k-ta kolumna macierzy odwrotnej
S−1 jest równa S−1v, gdzie v to wektor samych zer z jedynk¡ na k-tym miejscu.
Mo»na wi¦c powiedzie¢, »e k-ta kolumna macierzy S−1 to odksztaªcenie belki przy
przyªo»eniu jednoskowej siªy w k-tym stopniu swobody. Jak wiemy, niezale»nie
w którym stopniu swobody przyªo»ymy siª¦, odksztaªcenia b¦d¡ wyst¦powaªy we
wszystkich stopniach swobody. Oznacza to, »e wszystkie kolumny macierzy S−1

b¦d¡ peªne niezerowych elementów.

Zobaczmy 80-t¡ kolumn¦:

plot(Si[,i])
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Koszt policzenia S−1 jest bardzo wysoki. Nawet przechowanie takiej macierzy mo»e
by¢ niemo»liwe. Dlatego w wi¦kszo±ci zagadnie« numerycznych nigdy nie liczona jest
bezpo±rednio odwrotno±¢ macierzy, lecz rozwi¡zywany jest zadany ukªad Sx = F .
W naszym wypadku prawa strona to wektor siª F , za± niewiadoma x to odksz-
taªcenie. Rozwi¡za¢ taki ukªad mo»na na wiele sposobów. Dla du»ych ukªadów
liniowych i nieliniowych wyko»ytujemy metody iteracyjne. Maj¡ one na celu nie
roziwi¡zanie problemu w ogólno±ci (znalezienie S−1) lecz w jak najmniejszej ilo±ci it-
eracji znalezienie najlepszego przybli»enia rozwi¡zania x. Lecz jak mo»na sprawdzi¢
czy rozwi¡zanie jest bliskie dokªadnego, je±li dokªadne nie jest znane?

We¹my dowolny wektor:

x0 = rnorm(ncol(S))

plot(x0)
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Jedyne co mo»emy stwierdzi¢ to jak daleko jeste±my od speªnienia naszego ukªadu,
odejmuj¡c lew¡ od prawej strony równania:

x = x0

r = F - S %*% x

plot(r)
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Taki wektor nazywamy residualem. Zazwyczaj by go zmierzy¢ jedn¡ liczb¡ mówimy
»e residual to ∥r∥2 =

√∑
i r

2
i . Aktualnie wynosi on 2909.149542.

Zauwa»my, »e residual mówi nam jak daleko jeste±my od rozwi¡zania, ale nie mówi
nam praktycznie w jakim kierunku mamy i±¢. Jeste±my w x, chcemy by¢ S−1F ,
lecz jedyne co wiemy to nie kierunek S−1F − x, lecz F − Sx. �eby wiedzie¢ gdzie
nale»y i±¢, musimy mie¢ jakiekolwiek przybli»enie S−1. Takie przybli»enie nazywamy
preconditionerem. Zwyczajowo piszemy, »e construujemy P ≃ S, tak by P−1 ≃ S−1

- lecz w rzeczywisto±ci nale»y my±le¢ o preconditionerze jako o operatorze P−1,
poniewa» wewn¡trz programu, tylko on jest realizowany. Najprostrzym przykªadem
preconditionera jest odwrotno±¢ przek¡tnej macierzy (preconditioner Jacobiego):

P = S

P[row(P) != col(P)] = 0

Nie ma dobrej metody stwierdzenia, »e dana macierz b¦dzie dobrym precondi-
tionerem dla innej, poza zbadaniem wªa±ciwo±ci P−1S. Chcieliby±my by macierz
ta byªa mo»liwie bliska macierzy jednostkowej. W du»ych zagadnieniach oczywi±cie

9

takiej mo»liwo±ci zbadania nie mamy, lecz w naszym przykªadzie mo»emy przyj»e¢
si¦ tej macierzy.

lam = eigen(solve(P,S))$val

barplot(lam,main="Warto±ci wªa±ne P�-1 S")
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Widzimy, »e w porównaniu z S macierz ta ma warto±ci zgromadzone w okoªo 1.

Patrz¡c w dziedzinie zespolonej, zale»y nam by λ byªy wszystkie jak najbardziej
zgromadzone blisko 1:

plot.lam(lam)
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Podobnie prostym preconditionerem jest wzi¦cie za P dolnej trójk¡tnej cz¦sci S
(preconditioner Gaussa-Seidla):

P = S

P[row(P) > col(P)] = 0

Taka macierz jest te» bardzo ªatwa do odwrócenia. Daje ona bardzo przyzwoity
rozkªad warto±ci wªasnych:

lam = eigen(solve(P,S))$val

plot.lam(lam)
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Widzimy natychmiast, »e warto±ci te nie s¡ ju» czysto rzeczywiste - poniewa» P nie
jest teraz symmetryczna.

We¹my wi¦c nasz najprostrzy preconditioner

P = S

P[row(P) != col(P)] = 0

I w ka»dej iteracji przesu«my si¦ o: P−1r ≃ S−1r = S−1(F − Sx) = S−1F − x. To
powinno nas doprowadzi¢ do rozwi¡zania:

x = x0

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

x = x + p

if (residual(i,r,"Jacobi")) break

}

draw.residuals()
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Widzimy natychmiast, »e residual zamiast spada¢ rozbiega si¦ wykªadniczo. Je±li
spoj»ymy na nasz¡ procedur¦, to odmnarza ona nieustannie x przez (I − P−1S)
poniewa»:

x = x+ p = x+ P−1r = x+ P 1(F − Sx) = (I − P−1S)x+ P−1F

Oznacza to, »e warto±ci wªasne (I − P−1S) poza jednostkowym okr¦giem b¦d¡
powodowa¢ rozbierzno±¢.

lam = eigen(I - solve(P,S))$val

plot.lam(lam)
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By unikn¡¢ takiej sytuacji mo»emy wprowadzi¢ wspóªczynnik relaksacji α < 1, który
zeskaluje warto±ci wªasne by mie±ciªy si¦ w stabilnym okr¦gu:

alpha = 0.7

lam = eigen(I - alpha*solve(P,S))$val

plot.lam(lam)
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Metoda z tak dobranym wspóªczynnikiem jest ju» zbierzna:

delete.residuals("Jacobi")

alpha = 0.7

x = x0

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"Jacobi alpha=0.7")) break

}

draw.residuals()
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Jacobi alpha=0.7

We¹my teraz znów jako preconditioner macierz górno-trójk¡tn¡.

P = S

P[row(P) < col(P)] = 0

Warto zauwa»y¢, »e dla preconditionera Gaussa-Seidla, mo»na dobra¢ wspóªczynnik
α nawet wi¦kszy od jedynki (nadrelaksacja):

alpha = 1.5

lam = eigen(I - alpha*solve(P,S))$val

plot.lam(lam)
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alpha = 1.5

x = x0

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"Gauss-Seidl alpha=1.5")) break

}

draw.residuals()

17

0 500 1000 1500 2000

0.
05

0.
20

1.
00

5.
00

Iteracja

R
es

id
ua

l

Jacobi alpha=0.7
Gauss−Seidl alpha=1.5

�atwo zauwa»y¢ »e dobór jednej warto±ci α na wszystkie iteracje jest nieoptymalny.
W ka»dym kroku nale»aªoby dobiera¢ α oddzielnie. Je±li we¹miemy sume kwadratów
residuali: f(α) =

∑
i r

2
i = rT r, to mo»emy dobra¢ tak α by f byªo minimalne po

iteracji. Residual po iteracji r(n+1) jest równy:

r(n+1) = F − Sx(n+1) = F − Sxn − αSp = r(n) − αSp

Ró»niczkuj¡c f po αi przyrównuj¡c pochodn¡ do zera dostajmey:

α =
rT (Sp)

(Sp)T (Sp)

Zobaczmy tak¡ metod¦ dla preconditionera diagonalnego:

P = S

P[row(P) != col(P)] = 0

By lepiej zobaczy¢ co si¦ dziej¦ zapiszemy wszystkie kolejne α w wektorze, by pó¹niej
je zwizualizowa¢.
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x = x0

alphas = NULL

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

Ap = S %*% p

alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

x = x + alpha*p

alphas = c(alphas,alpha)

if (residual(i,r,"Basic MINRES")) break

}

draw.residuals()
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Jak wida¢ w przy takim optymalnym doborze α residual monotonicznie spada.
Mo»emy teraz zobaczy¢ jakie warto±ci przyjmowaª ten wspóªczynnik w trakcie pro-
cesu zbierzno±ci:

19

plot(alphas,log="y",ylab=expression(alpha),xlab="Iteracja")

abline(h=0.7,lty=2)
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Jak wida¢ Wykraczaj¡ one wielokrotnie poza zakres stabinych wspóªczynników po-
drelaksacji dla metody Jacobiego. Oznacza to »e w danej iteracji wspóªczynnik α
nie jest ograniczony przez najbardziej odstaj¡ce warto±ci wªasne P−1S.

Do±¢ niejednorodne zachowanie metody MINRES wynika z cz¦stej sytuacji w której
to co zyskali±my w jednym kroku �tracimy� w nast¦pnym. Metoda monotonicznie
redukuje residual, wi¦c w rzeczywisto±ci nie �tracimy� w kolejnej iteracji, co raczej
�nie uzyskujemy tyle ile by±my mogli�. Mo»na sobie to wyobrazi¢ w nast¦puj¡cy
sposób. Zaªu»my »e chcemy dotrze¢ do portu na jeziorze, lecz z powodu wia-
tru mo»emy wykonywa¢ tylko ruchy po skosie. Je±li b¦dziemy pªyn¡¢ zawsze w
danym kierunku, a» b¦dziemy najbli»ej portu (minimalne residuum) i dopiero wt-
edy wykonywa¢ zwrot, w nast¦pnym ruchu musimy znów du»o przepªyn¡¢.

We¹my wi¦c jezioro i port (b) na nim.
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b = c(2.9,0)

draw.lake(b)
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Do tego we¹my macierz A która b¦dzie realizowa¢ zwykª¡ odlegªo±¢ euklidesow¡ i
preconditioner który b¦dzie dawaª nam sko±ne kierunki ruchu:

A = diag(2)

P = matrix(c(1,0.8,0.9,1),2,2)*4

Dla zadanego punktu pocz¡tkowego x0 mo»emy policzy¢ residual i kierunek p:

x = c(-0.5,0.5)

r = b - A %*% x

p = solve(P,r)

draw.lake(b)

draw.boat(x,p)
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Dla takiego ukªadu optymalna α to krok dla którego punkt x1 b¦dzie najbli»ej portu.
Mo»na j¡ policzy¢ za pomoc¡ tego samego wzoru:

Ap = A %*% p

alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

Wynosi ona 0.6535693, wi¦c ªódka pow¦druje nie caªy wektor p lecz jego kawaªek.

draw.lake(b)

draw.boat(x,p)

x = x + alpha * p

r = b - A %*% x

p = solve(P,r)

draw.boat(x,p,1)
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Jednak α w nowym kierunku jest wysoka (2.7389444) i punkt x znów przesunie si¦
daleko po skosie.

draw.lake(b)

x = c(-0.5,0.5)

for (i in 1:12) {

r = b - A %*% x

p = solve(P,r)

draw.boat(x,p,NA)

Ap = A %*% p

alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

x = x + alpha*p

}
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By polepszy¢ zbierzno±¢, mo»emy zachowa¢ poprzedni kierunek p i uzy¢ go do
poprawienia nast¦pnej iteracji. Zaªu»my, »e preconditioner wskazuje nam pewien
kierunek p = P−1r, za± w poprzedniej iteracji poruszyli±my si¦ w kierunku q.
Mo»emy usun¡¢ cz¦±¢ p która ju» w poprzedniej iteracji uzyskali±my mody�kuj¡c
kierunek p za pomoc¡ p′ = p−βq. Stosuj¡c analogiczne rozumowanie jak porzednio

otrzymamy β = (Sq)T (Sp)
(Sq)T (Sq)

, a dokªadniej:

β =
[
(Sq)T (Sq)

]−1 [
(Sq)T (Sp)

]

x = x0

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

if (i != 1) {

Ap = S %*% p

Aq = S %*% q

beta = sum(Ap * Aq)/sum(Aq * Aq)

p = p - beta * q

24
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}

Ap = S %*% p

alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"MINRES + beta")) break

q = p

}

draw.residuals()
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Wida¢ natychmiast, »e dziaªanie tak zmody�kowanej metody MINRES jest szybsze,
ale te» bardziej stabilne (bez dªugich pªaskich fragmentów). Rozumowanie takie
mo»na poci¡gn¡¢ dªu»ej i zachowywa¢ wszystkie wcze±niejsze wektory, by u»y¢ ich
by poprawia¢ ka»dy kolejny kierunek.

x = x0

q = NULL

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

25

p = solve(P,r)

if (i != 1) {

Ap = S %*% p

Aq = S %*% q

beta = solve(t(Aq) %*% Aq, t(Aq) %*% Ap)

p = p - q %*% beta

}

Ap = S %*% p

alpha = sum(r * Ap)/sum(Ap * Ap)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"MINRES + beta (full)")) break

q = cbind(p,q)

}

draw.residuals()
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Taka metoda ma bardzo szybk¡ zbierzno±¢, lecz wymaga w ogólno±ci przechowywa-
nia bardzo du»ej ilo±ci wektorów. Wymaga tak»e odwracania macierzy

[
(Sq)T (Sq)

]

która z iteracji na iteracj¦ robi si¦ coraz wi¦ksza. Macierz ta jest te» cz¦sto ¹le
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uwarunkowana i poprawna implementacja tej metody wymaga troche dodatkowej
uwagi. Zazwyczaj resetuje si¦ zestaw wektorów q co jaki± czas by unikn¡¢ narasta-
j¡cych problemów.

Dodatnio okre±lona macierz symetryczna

Je±li macierz A jest symmetryczna, to rozwi¡zanie ukªadu Ax = b jest równowa»nie
nie tylko z minimalizacj¡ residualu (rT r), ale te» z minimalizacj¡ a(x) = xTAx −
2xT b. Jedyna ró»nica jaka z tego wynika, to inna formuªa na α i β:

α =
rTAp

pTAp

β =
[
qTAq

]−1 [
qTAp

]

x = x0

q = NULL

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

if (i != 1) {

Aq = S %*% q

beta = solve(t(Aq) %*% q, t(Aq) %*% p)

p = p - q %*% beta

}

Ap = S %*% p

alpha = sum(r * p)/sum(p * Ap)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"Symmetric, positive MINRES (full)")) break

q = cbind(p,q)

}

draw.residuals()
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Taka metoda ma tak»e bardzo dobr¡ zbierzno±¢. Wida¢ jednak na wykresie, »e
zbierzno±¢ jej jest nie monotoniczna:

draw.residuals("Symmetric, positive MINRES (full)")
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Nie jest to niespodziewane, poniewa» minimalizujemy teraz xTAx− xb (i funkcja ta
monotocznie spada), a nie

∑
i r

2
i .

To czego nie wida¢ odrazu, to to, »e wektor β we wszystkich iteracjach ma tylko
jeden niezerowy element (odpowiadaj¡cy q bezpo±rednio z poprzedniej iteracji). Dla
przykªadu β z ostatniej iteracji to:

print.few(beta,"\\beta")

β1 β2 · · · β105 β106 β107 β108 β109

-
0.2660422

0 · · · 0 0 0 0 0

Nie jest to przypadek, tylko analityczna konsekwencja poprzednich iteracji.
Pokazanie tego pozostawiam jako dobre ¢wiczenie dla czytelnika. Wªa±ciwo±¢ ta
(przypominam: dla macierzy symmetrycznych i dodatnio okre±lonych) powoduje,

29

»e wystarczy zapisa¢ jeden wektor q by uzyska¢ tak samo dobr¡ zbierzno±¢ jak przy
zapisywaniu wszystkich. Taka metoda nazywa si¦ Conjugate Gradient:

x = x0

for (i in 1:itmax) {

r = F - S %*% x

p = solve(P,r)

if (i != 1) {

Aq = S %*% q

beta = sum(Aq * p)/sum(Aq * q)

p = p - q %*% beta

}

Ap = S %*% p

alpha = sum(r * p)/sum(p * Ap)

x = x + alpha*p

if (residual(i,r,"Conjugate Gradient")) break

q = p

}

draw.residuals()

30

L. Laniewski-Wollk Metody Numeryczne : Skrypt 2 Creative Commons License:
Attribution Share Alike

Wydział Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa, Politechnika Warszawska



0 500 1000 1500 2000

1e
−

06
1e

−
04

1e
−

02
1e

+
00

Iteracja

R
es

id
ua

l

Jacobi alpha=0.7
Gauss−Seidl alpha=1.5
Basic MINRES
MINRES + beta
MINRES + beta (full)
Symmetric, positive MINRES (full)
Conjugate Gradient

Warto na koniec zauwa»y¢, »e metoda ta ma na tyle dobr¡ zbierzno±¢, »e mo»emy jej
u»y¢ nawet bez jakiegokolwiek preconditionera (i troche przeorganizowa¢ kolejno±¢
oblicze«):

x = x0

r = F - S %*% x

q = r

for (i in 1:itmax) {

if (residual(i,r,"Conjugate Gradient (no precond)")) break

Aq = S %*% q

alpha = sum(r * q)/sum(q * Aq)

x = x + alpha*q

r = r - alpha*Aq

beta = sum(r * Aq)/sum(q * Aq)

q = r - beta * q

}

draw.residuals()
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Ilo±¢ iteracji potrzbnych do osi¡gni¦cia wymaganego residuum:

it = tapply(resid$iteration,resid$name,max)

it[it==itmax] = paste(">",itmax)

kable(data.frame(Iteracji=it))

Iteracji

Jacobi alpha=0.7 > 2000
Gauss-Seidl alpha=1.5 > 2000
Basic MINRES > 2000
MINRES + beta 551
MINRES + beta (full) 109
Symmetric, positive MINRES (full) 110
Conjugate Gradient 110
Conjugate Gradient (no precond) 126
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