
Topologiczna optymalizacja z u»yciem

równa« sprze»onych

Na dzisiejszych zaj¦ciach dobierzemy wektor grubo±ci elementów θ = thick, tak
by ugi¦cie belki byªo jak najmniejsze. Jedynym elementem który zale»y od θ jest
macierz sztywno±ci:

S(θ)x = F

A dokªadniej: macierz sztywno±ci jest sum¡ macierzy elementów przemno»onych
przez elementy θ. Dla pó¹niejszej poprawy zbie»no±ci doªo»ymy pot¦g¦ γ = 3 do tej
zale»no±ci:

S(θ) =
∑

i

θγkK
k

B¦dziemy chcieli zoptymalizowa¢ przesuni¦cie w¦zªa w którym przyªo»yli±my siª¦.
Stwórzmy wektor wag g, który ma −1 w miejscu tego przemieszczenia, a reszt¦
warto±ci ma zerow¡. Teraz nasza funkcja celu to J = −⟨x, g⟩. Potraktujmy nasze
równanie statyki jako wi¦z i rozpiszmy funkcj¦ celu powi¦kszon¡ o mno»niki La-
grange'a:

L = −
∑

i

xigi +
∑

j

λj(
∑

i

Sji(θ)xi − Fj)

Optymalne rozwi¡zanie powinno zerowa¢ pochodne po x, λ i θ:




∑
i Sji(θ)xi − Fj = 0

−gi +
∑

j λjSji(θ) = 0∑
ij λj

∂
∂θk

Sji(θ)xi = 0

Pierwsze równanie to równanie statyki, opisuje ograniczenia jakie musz¡ by¢
speªnione.

Drugie równanie to równanie sprz¦»one (adjoint):

ST (θ)λ = g

Zwró¢my uwag¦, »e w punkcie optymalnym kierunek gradientu funkcji celu jest
równolegªy do kierunku gradientu ogranicze«, ∇xJ ||∇xλ(S(θ)x − F ). Mno»niki
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Lagrange'a, λj , mog¡ by¢ wi¦c interpretowane jako intesywno±¢ kary zmuszaj¡cej
do speªnienia j-tego ograniczenia.

Trzecie równanie to równanie na gradient funkcji Lagrange'a wzgl¦dem parametrów
θ:

d

dθk
L =

∑

ij

λj
∂

∂θk
Sji(θ)xi = γθγ−1

k

∑

ij

Kk
ji(θ)λjxi

Zadanie 1

Wprowad¹ w funkcji mno»¡cej przez macierz sztywno±ci SMult parametr γ = 3
(gamma) podnosz¡c thick do pot¦gi gamma. Zde�niuj zmienn¡ frac = 0.5 i ustaw
pocz¡tkowe θ (thick) na równe frac.

Zadanie 2

Zde�niuj wektor g i rozwi¡» równanie sprz¦»one (zauwa» »e S jest symetryczna).

Zadanie 3

Zde�niuj funkcj¦ calc_grad(int n, double * x, double * lambda, double *

grad). Skopiuj do niej zawarto±¢ funkcji mno»¡cej SMult i zmie«:

r[♢] += x[♠]*pow(thick[♣],gamma)*♡;
na:

grad[♣] += gamma*pow(thick[♣],gamma-1)*lambda[♢]*x[♠]*♡;
Wy±wietl tak policzony gradient. Pami¦taj, »e gradient ma tak¡ sam¡ dªugo±¢ jak
thick, czyli mx*my. Pami¦taj tak»e by wyzerowa¢ grad i wyci¡¢ cz¦±¢ muruj¡c¡
stopnie swobody.

Optymalizacja

Gradient wskazuje nam w jakim kierunku powinni±my przesuwa¢ nasze warto±ci
parametrów by uzyska¢ lepszy wynik. Pierwszym nasuwaj¡cym si¦ schematem
post¦powania byªoby:

thick[i] += grad[i];
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Zadanie 4

Dodaj gradient do parametrów thick[i] += grad[i];. Iteruj tak¡ procedur¦, ogl¡-
daj¡c wyniki.

Tak ustawiony problem optymalizacyjny jest nieograniczony. Chcemy jednak
uzyska¢ najmniejsze ugi¦cie przy ustalonej �masie� belki. Tzn: chcemy zachowa¢
sum¦ parametrów θ:

∑
i thick[i] = frac*mx*my. Mo»emy ªatwo naªo»y¢ ten wi¦z na

grad:

Zadanie 5

Odejmij od wektora grad jego sum¦.

W kolejnych iteracjach grad ma ró»n¡ skal¦. Na pocz¡tku jest du»y, a pó¹niej maªy.
Typow¡ technik¡ w takich wypadkach jest normalizacja:

Zadanie 6

Zde�niuj zmienn¡ move = 0.05. Podziel grad przez jego najwi¦kszy element i pom-
nó» przez move*5.

Na nasz projekt musimy jednak narzuci¢ bardziej istotne warunki. Po pierwsze
nigdzie grubo±¢ nie mo»e przekroczy¢ 1, i musi by¢ powy»ej 0. Ponadto zazwyczaj
chcemy, by zmiana w pojedynczej iteracji nie przekroczyªa move. Te warunki do±¢
trudno pogodzi¢ z warunkiem staªej sumy elementów.

Zadanie 7

Wynik dodania gradientu do parametrów wstaw do nowego wektora nt[i] =

thick[i] + grad[i];. Dla danego parametru scale oblicz thick[i] = scale *

nt[i];. Na tak obliczone thick narzu¢ powy»ej opisane 4 warunki, obcinaj¡c za
du»e, b¡d¹ za maªe warto±ci.

Zadanie 8

Zsumuj warto±ci thick po poprzedniej procedurze. Dobierz scale metod¡ bisekcji
tak by

∑
i thick[i] = frac*mx*my.
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Zadanie 9

Przetestuj program dla ró»nych obci¡»e«, ustawie« parametru move i ustawie«
maksymalnej liczby iteracji w metodze gradientów sprz¦»onych.

4

Ł. Łaniewski-Wołłk Metody Numeryczne : Instrukcja 7 Creative Commons License:
Attribution Share Alike

Wydział Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa, Politechnika Warszawska


