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ZAGADNIENIE WLASNE

Na poprzednich zajeciach zajmowali§émy sie réwnaniem ruchu postaci:
Mx =f — Sx

Pozwalalto ono na znalezienie ruchu uktadu pod dzialaniem sil. W szczegoélnodci, jesli
przytozyliémy sile do ukladu a nastepnie ja usuneliSmy dostawaliémy drgania swo-
bodne. W zaleznosci od naszego modelu, drgania te mogly by¢ mniej lub bardziej
skomplikowane. Na dzisiejszych zajeciach zajmiemy sie problemem znalezienia har-
monicznych sktadowych drgan, ktore po zsumowaniu (z odpowiednimi wspotczyn-
nikami) dadza rzeczywiste drgania jakie mozna zaobserwowac¢ w ukladzie.

Zmajdzmy najpierw rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego, tzn. zapytajmy jakie
funkcje postaci x = f(t)w spelniaja rownanie bez sil:

Mx = —Sx

Po podstawieniu dostajemy:

Jesli znajdziemy w takie, ze:
Mw = ASw (1)

to otrzymamy:

M) =—f(t) = f(t)=sin (t\%)

To oznacza, ze x = sin (t\%) w jest oscylujacym w czasie rozwigzaniem naszego

rownania dynamiki. Takie rozwiazanie nazywamy drganiem wlasnym uktadu.
Réwnanie Mw = ASw nazywamy réwnaniem wlasnym, a A to warto$é wlasna.

Dzi§ skupimy sie na znalezieniu zestawu wektoréow wlasnych w i wartosci A dla
naszego uktadu.

Zacznijmy od dominujacej pary w, A
Jak wyznaczyé najwiekszy w 7

Zaczniemy od najwiekszej warto$ci wlasnej . Warto zauwazyé, ze najwieksza
warto§¢ wtlasna odpowiada najnizszej czestotliwosci. W zastosowaniach inzynier-
skich, sa to zazwyczaj drgania wlasne najmniej ttumione i niosace najwiecej energii.

Nasz wektor w bedziemy znajdowa¢ metoda potegowa (iteracyjnie). Zauwazmy
najpierw, ze wektor w moze by¢ dowolnej dtugoéci. To znaczy, jesli wektor w spetnia
réwnanie wlasne, to takze wektor 2w je spelnia. Mozemy wiec arbitralnie wybraé
,skale” wektora w. Przyjmijmy wiec, ze w/ Mw = 1, tzn., ze niesie on energie
kinetyczna %

Pomno6zmy réwnanie wtasne przez S—1. Otrzymamy:
1
w =S 'Mw
A

Na podstawie tego wzoru mozemy skonstruowaé prosta iteracje:

p=S"'Mw
- P
w=__ P
p"Mp

W pierwszym etapie liczymy wynik ST'!Mw, a nastepnie normalizujemy go tak aby
wTMw = 1. Latwo pokazaé¢, ze:

T ™M
p"Mp p’Mp p'Mp
Jesli odpowiednio dlugo bedziemy wykonywaé¢ taka iteracje, wektor wtasny

odpowiadajacy najwiekszej wartosci wtasnej zacznie dominowaé¢. Ostatecznie w
bedzie sktada¢ sie tylko z tego wektora.

Jak wyznaczy¢é najwieksza \ 7

Zaleznosc p = S™'!Mw = \w transponujmy i pomnézmy przez Mw. Otrzymujemy:
pIMw = AwMw
——

=1

Zatem p”Mw zbiegnie do najwiekszej wartosci wlasnej .
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Zadanie 1

Znajdz wektor w odpowiadajacy najwieckszej wartosci wlasnej wedlug nastepujacego
schematu iteracji:

e Oblicz b = Mw,
¢ Rozwiaz uklad Sp = b,
e Oblicz Mp,

Obli = -1 __p.
. icz w =i P

Zadanie 2

Pokaz przemieszczenie w za pomoca funkcji draw. Zréb  animacje tego

przemieszczenia przemnozonego przez sin (t\% .
Kolejne wartosci wlasne A

Chcieliby$Smy aby wektory wlasne (drgania wlasne) byty niezalezne w energii kine-
tycznej. To znaczy, zeby energia kinetyczna ich sumy byla réwna sumie ich energii
kinetycznych

B (w® +wh) = Ei(w0) + Ep(wh)

To w potaczeniu z nasza skalg daje nam bardzo wazny uktad warunkéw:

(wHTMwI =0 dla i#j
(wH)TMwI =1 dla i=j

Moéwige jezykiem numeryki: wektory te sa do siebie ortonormalne wzgledem

macierzy M. Takiej ortonormalizacji mozemy dokonaé za pomoca znanej z Analizy
Matematycznej metody Grama-Schmidta.

Ortonormalizacja Grama-Schmidta

Zatézmy, ze mamy N liniowo niezaleznych wektoréw. Mozemy przeprowadzié
ortonormalizacje tego ukladu za pomoca klasycznej metody Grama-Schmidta
znanej z algebry. Metoda ta jest jednak niestabilna numerycznie — na skutek

bledéw numerycznych bedziemy traci¢ ortogonalnosé. Uzyjemy modyfikacji tej
metody, ktéra jest bardziej stabilna.

Aby zortonormalizowaé uklad N wektorow:

e dla:=1:

1_ 1 wl
(wT,Mw?)

¢ dla kazdego i od 2 do N:

— oblicz: w ,

— dla kazdego j od 1 do i — 1 nalezy wykonad:

(wj,l\/[wi) Wj
(wi ,MwJ) ’
1 i
——W .
(wi,Mw?)

* oblicz w* = w' —

— oblicz wi =

Po tej procedurze wszystkie wektory w' sa ortogonalne i dlugoéci 1 wzgledem
macierzy M.

Zadanie 3

Znajdz wektory w'® odpowiadajgce 10-ciu najwiekszym wartogciom wlasnym wedtug
nastepujacego schematu iteracji:

e Oblicz b = Mw?,
* Rozwiaz uktad Sp’ = b,

e Przepisz w' = p?,
e Wykonaj ortonormalizacje G-S wektorow w.

Zadanie 4

Wyznacz odpowiednie \;.

Zadanie 5

Zréb animacie dla kolejnych przemieszczen w' przemnozonych przez sin (t L )

S
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