
Zagadnienie wªasne

Na poprzednich zaj¦ciach zajmowali±my si¦ równaniem ruchu postaci:

Mẍ = f − Sx

Pozwalaªo ono na znalezienie ruchu ukªadu pod dziaªaniem siª. W szczególno±ci, je±li
przyªo»yli±my siª¦ do ukªadu a nast¦pnie j¡ usun¦li±my dostawali±my drgania swo-
bodne. W zale»no±ci od naszego modelu, drgania te mogªy by¢ mniej lub bardziej
skomplikowane. Na dzisiejszych zaj¦ciach zajmiemy si¦ problemem znalezienia har-
monicznych skªadowych drga«, które po zsumowaniu (z odpowiednimi wspóªczyn-
nikami) dadz¡ rzeczywiste drgania jakie mo»na zaobserwowa¢ w ukªadzie.

Znajd¹my najpierw rozwi¡zanie ogólne równania jednorodnego, tzn. zapytajmy jakie
funkcje postaci x = f(t)w speªniaj¡ równanie bez siª:

Mẍ = −Sx

Po podstawieniu dostajemy:

f̈(t)Mw = −f(t)Sw

Je±li znajdziemy w takie, »e:

Mw = λSw (1)

to otrzymamy:

λf̈(t) = −f(t) ⇒ f(t) = sin

(
t
1√
λ

)

To oznacza, »e x = sin
(
t 1√

λ

)
w jest oscyluj¡cym w czasie rozwi¡zaniem naszego

równania dynamiki. Takie rozwi¡zanie nazywamy drganiem wªasnym ukªadu.
Równanie Mw = λSw nazywamy równaniem wªasnym, a λ to warto±¢ wªasna.

Dzi± skupimy si¦ na znalezieniu zestawu wektorów wªasnych w i warto±ci λ dla
naszego ukªadu.
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Zacznijmy od dominuj¡cej pary w, λ

Jak wyznaczy¢ najwi¦kszy w ?

Zaczniemy od najwi¦kszej warto±ci wªasnej λ. Warto zauwa»y¢, »e najwi¦ksza
warto±¢ wªasna odpowiada najni»szej cz¦stotliwo±ci. W zastosowaniach in»ynier-
skich, s¡ to zazwyczaj drgania wªasne najmniej tªumione i nios¡ce najwi¦cej energii.

Nasz wektor w b¦dziemy znajdowa¢ metod¡ pot¦gow¡ (iteracyjnie). Zauwa»my
najpierw, »e wektor w mo»e by¢ dowolnej dªugo±ci. To znaczy, je±li wektor w speªnia
równanie wªasne, to tak»e wektor 2w je speªnia. Mo»emy wi¦c arbitralnie wybra¢
�skal¦� wektora w. Przyjmijmy wi¦c, »e wTMw = 1, tzn., »e niesie on energi¦
kinetyczn¡ 1

2 .

Pomnó»my równanie wªasne przez S−1. Otrzymamy:

w =
1

λ
S−1Mw

Na podstawie tego wzoru mo»emy skonstruowa¢ prost¡ iteracj¦:

p = S−1Mw

w =
p√

pTMp

W pierwszym etapie liczymy wynik S−1Mw, a nast¦pnie normalizujemy go tak aby
wTMw = 1. �atwo pokaza¢, »e:

wTMw =

(
p√

pTMp

)T

M
p√

pTMp
=

pTMp

pTMp
= 1

Je±li odpowiednio dªugo b¦dziemy wykonywa¢ tak¡ iteracj¦, wektor wªasny
odpowiadaj¡cy najwi¦kszej warto±ci wªasnej zacznie dominowa¢. Ostatecznie w
b¦dzie skªada¢ si¦ tylko z tego wektora.

Jak wyznaczy¢ najwi¦ksz¡ λ ?

Zale»no±c p = S−1Mw = λw transponujmy i pomnó»my przez Mw. Otrzymujemy:

pTMw = λwTMw︸ ︷︷ ︸
=1

Zatem pTMw zbiegnie do najwi¦kszej warto±ci wªasnej λ.
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Zadanie 1

Znajd¹ wektor w odpowiadaj¡cy najwi¦kszej warto±ci wªasnej wedªug nast¦puj¡cego
schematu iteracji:

� Oblicz b = Mw,
� Rozwi¡» ukªad Sp = b,
� Oblicz Mp,
� Oblicz w = 1√

⟨p,Mp⟩
p.

Zadanie 2

Poka» przemieszczenie w za pomoc¡ funkcji draw. Zrób animacj¦ tego

przemieszczenia przemno»onego przez sin
(
t 1√

λ

)
.

Kolejne warto±ci wªasne λ

Chcieliby±my aby wektory wªasne (drgania wªasne) byªy niezale»ne w energii kine-
tycznej. To znaczy, »eby energia kinetyczna ich sumy byªa równa sumie ich energii
kinetycznych

Ek(w
0 +w1) = Ek(w

0) + Ek(w
1)

To w poª¡czeniu z nasz¡ skal¡ daje nam bardzo wa»ny ukªad warunków:

{
(wi)TMwj = 0 dla i ̸= j

(wi)TMwj = 1 dla i = j

Mówi¡c j¦zykiem numeryki: wektory te s¡ do siebie ortonormalne wzgl¦dem
macierzy M. Takiej ortonormalizacji mo»emy dokona¢ za pomoc¡ znanej z Analizy
Matematycznej metody Grama-Schmidta.

Ortonormalizacja Grama-Schmidta

Zaªó»my, »e mamy N liniowo niezale»nych wektorów. Mo»emy przeprowadzi¢
ortonormalizacj¦ tego ukªadu za pomoc¡ klasycznej metody Grama-Schmidta
znanej z algebry. Metoda ta jest jednak niestabilna numerycznie � na skutek

3

bª¦dów numerycznych b¦dziemy traci¢ ortogonalno±¢. U»yjemy mody�kacji tej
metody, która jest bardziej stabilna.

Aby zortonormalizowa¢ ukªad N wektorów:

� dla i = 1:

� oblicz: w1 = 1√
⟨w1,Mw1⟩

w1,

� dla ka»dego i od 2 do N :

� dla ka»dego j od 1 do i− 1 nale»y wykona¢:

* oblicz wi = wi − ⟨wj ,Mwi⟩
⟨wj ,Mwj⟩w

j ,

� oblicz wi = 1√
⟨wi,Mwi⟩

wi.

Po tej procedurze wszystkie wektory wi s¡ ortogonalne i dªugo±ci 1 wzgl¦dem
macierzy M .

Zadanie 3

Znajd¹ wektory wi odpowiadaj¡ce 10-ciu najwi¦kszym warto±ciom wªasnym wedªug
nast¦puj¡cego schematu iteracji:

� Oblicz b = Mwi,
� Rozwi¡» ukªad Spi = b,
� Przepisz wi = pi,
� Wykonaj ortonormalizacj¦ G-S wektorów w.

Zadanie 4

Wyznacz odpowiednie λi.

Zadanie 5

Zrób animacj¦ dla kolejnych przemieszcze« wi przemno»onych przez sin
(
t 1√

λi

)
.
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