
Równania ruchu

Na tych laboratoriach skupimy si¦ na scaªkowaniu równania ruchu:

Mẍ = f − Sx

Gdzie x to odksztaªcenie, f to siªa, M to macierz masowa, za± S to macierz szty-
wno±ci.

Na pocz¡tek przez y oznaczmy pr¦dko±¢ odksztaªcenia, czyli y = ẋ. Teraz mamy
ukªad równa« pierwszego rz¦du:

{
Mẏ = f − Sx

ẋ = y

Zast¦puj¡c pochodn¡ po lewej stronie przez ró»nic¦ sko«czon¡ mamy:

{
Myn+1−yn

dt
= f − Sx

xn+1−xn

dt
= y

Po prawej stronie równania mo»emy u»y¢ x i y z nowej (n + 1), b¡d¹ starej (n)
iteracji. W zale»no±ci co u»yjemy otrzymamy mniej lub bardziej uwikªane równanie,
a schemat b¦dzie jawny (explicit) b¡d¹ niejawny (implicit).
Uwaga: aby porówna¢ ró»ne schematy, ka»dy schemat zapisz w oddzielnej funkcji,
której nagªówek powinien mie¢ posta¢:

void Dynamics_schemat(int N, double *x, double *y, double *f, double t_max, double dt);

gdzie x i y to pocz¡tkowe warto±ci x i y, f to wektor siª, t_max to caªkowity czas
caªkowania, a dt to krok czasowy.

Schemat prawie jawny (almost explicit)

Na pocz¡tek wstawmy po prawej stronie warto±ci ze starej iteracji. Otrzymamy:
{
Myn+1 = Myn + dt(f − Sxn)

xn+1 = xn + dtyn
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Zadanie

Napisz funkcj¦ mno»¡c¡ przez macierz masow¡ M. W pliku MesLib.h jest ona
zde�niowana w analogiczny sposób jak macierz sztywno±ci: przez globaln¡ tablic¦ M
i globaln¡ staª¡ Mm.
Uwaga: W mno»eniu przez macierz masow¡, nale»y tak»e zamrozi¢ wybrane stopnie
swobody.

Zadanie

Napisz funkcj¦ caªkuj¡c¡ równanie ruchu ukªadu wedªug nast¦puj¡cego schematu:

� Oblicz bn = Myn + dt(f − Sxn),
� Oblicz xn+1 = xn + dtyn,
� Rozwi¡» ukªad: Myn+1 = bn,
� Co 10-t¡ iteracj¦ wy±wietl belk¦.

Zadanie

Przeanalizuj dla jakich dt ukªad jest stabilny, a dla jakich nie.

Zadanie

Jak wygl¡da wzór na caªkowit¡ energi¦ ukªadu (energia potencjalna spr¦»ysto±ci +
energia kinetyczna)? Zró»niczkuj j¡ po t i poka», »e jest staªa.

Zadanie

Wydrukuj w konsoli jak zmienia si¦ caªkowita energia ukªadu w czasie.

Schemat póª niejawny (semi-implicit)

Prost¡ mody�kacj¡ jest u»ycie po prawej stronie x ze starej iteracji i y z nowej,
otrzymuj¡c: {

Myn+1 = Myn + dt(f − Sxn)

xn+1 = xn + dtyn+1
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Zadanie

Przekopiuj funkcj¦ Dynamics i zmody�kuj j¡ tak aby ukªad na yn+1 byª rozwi¡zy-
wany przed obliczeniem xn+1.

Zadanie

Przeanalizuj dla jakich dt ukªad jest stabilny. Wydrukuj zmienno±¢ energii.

Schemat niejawny (fully-implicit)

Mo»emy tak»e po prawej stronie wzi¡¢ obie warto±ci z nowej iteracji, otrzymuj¡c:

{
Myn+1 = Myn + dt(f − Sxn+1)

xn+1 = xn + dtyn+1

Wstawiaj¡c drugie równanie do pierwszego otrzymujemy:

Myn+1 = Myn + dt(f − S(xn + dtyn+1))

Po przeksztaªceniu:

(M+ dt2S)yn+1 = Myn + dt(f − Sxn)

Zadanie

Napisz funkcj¦ mno»¡c¡ przez M+ dt2S

Zadanie

Zmody�kuj kod, by realizowaª schemat w peªni niejawny, zamieniaj¡c macierz M
na M+ dt2S w obliczeniu y-ka.

Zadanie

Przeanalizuj dla jakich dt ukªad jest stabilny. Wydrukuj zmienno±¢ energii.
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W póª kroku (midpoint)

Ostatnia z metod, którymi si¦ zajmiemy bierze po prawej stronie ±redni¡ z warto±ci
w nowej i starej iteracji:

{
Myn+1 = Myn + dt

(
f − Sxn+1+xn

2

)

xn+1 = xn + dty
n+1+yn

2

Po wstawieniu drugiego równania do pierwszego mamy:

Myn+1 = Myn + dt

(
f − S

xn + dty
n+1+yn

2 + xn

2

)

Po uproszczeniu:

Myn+1 = Myn + dt

(
f − S

(
xn + dt

yn+1 + yn

4

))

Ostatecznie:

(
M+

dt2

4
S

)
yn+1 = Myn + dt

(
f − S

(
xn + dt

yn

4

))

Zadanie

Napisz funkcj¦ mno»¡c¡ przez M+ dt
2

4 S.

Zadanie

Napisz funkcj¦ caªkuj¡c¡ równanie ruchu wedªug nast¦puj¡cego schematu (dla up-
roszczenia zapisu pomin¦li±my number n iteracji):

� Oblicz x = x+ dt

4 y,
� Oblicz b = My + dt(f − Sx),
� Oblicz x = x+ dt

4 y,

� Rozwi¡» ukªad: (M+ dt
2

4 S)y = b,

� Oblicz x = x+ dt

2 y,
� Co 10-t¡ iteracj¦ wy±wietl belk¦.
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Zadanie

Przeanalizuj dla jakich dt ukªad jest stabilny. Wydrukuj zmienno±¢ energii.

Zadanie

Udowodnij, »e metoda �w póª kroku� zachowuje energi¦ caªkowit¡ ukªadu.1

1Podpowied¹: tak jak a2−b2 = (a+b)(a−b) to xT
n+1Mxn+1−xT

nMxn = (xn+1−xn)TM(xn+1+
xn)
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