
Mno»enie przez macierz jako funkcja

Wst¦p

Na tym laboratorium nie poznamy sensum stricte nowych metod numerycznych. Za-
miast tego przyjrzymy si¦, jak w optymalny sposób zaimplementowa¢ metody, które
ju» znamy. Wykonuj¡c poprzednie laboratorium powinni±my byli zauwa»y¢, »e na-
jbardziej wydajn¡ metod¡ iteracyjn¡ (przynajmniej z tych rozwa»anych) rozwi¡zania
ukªadu algebraicznego wynikaj¡cego z MES jest metoda gradientów sprz¦»onych z
preconditionerem Jacobiego. Wobec tego skupimy si¦ tylko na niej, ale warto zaz-
naczy¢, »e prezentowane poni»ej rozwi¡zania z powodzeniem mo»na stosowa¢ równie»
dla pozostaªych metod iteracyjnych.

Macierz N×N typu double zajmuje w pami¦ci 8N2 byte'ów, tak»e np. maj¡c 16GB
pami¦ci RAMmo»emy zaalokowa¢ macierz reprezentuj¡c¡ ukªad równa« o ok. 45tys.
niewiadomych (nawet mniej, gdy uwzgl¦dnimy pami¦¢ zarezerwowan¡ na inne zmi-
enne, system operacyjny itd). Implementacja z poprzednich zaj¦¢ jest wobec tego
zupeªnie nieadekwatna do �prawdziwych� problemów in»ynierskich, które potra�¡
mie¢ nawet dziesi¡tki milionów stopni swobody. Szcz¦±liwie okazuje si¦, »e trzymanie
w pami¦ci caªego A nie jest potrzebne. Nietrudno zauwa»y¢, »e w metodzie gradien-
tów sprz¦»onych nie u»ywamy elementów macierzy, lecz tylko mo»liwo±ci mno»enia
przez ni¡. Innymi sªowy, nie musimy wiedzie¢ jak wygl¡da A, wystarczy »e dla
danego wektora x potra�my policzy¢ Ax. Dzi± wykorzystamy to spostrze»enie, aby
przyspieszy¢ program i drastycznie zredukowa¢ ilo±¢ wykorzystywanej przez niego
pami¦ci.

Dodatkowo, ch¦tni mog¡ dowiedzie¢ si¦, jak wykorzysta¢ wspóªczesne wielordzeniowe
procesory do przyspieszenia oblicze«.

Przygotowanie

Aby nie pomyli¢ si¦ w nast¦pnych krokach, nale»y najpierw zrefaktoryzowa¢ (tzn.
przeorganizowa¢ i �posprz¡ta¢�) kod. W tym celu upewnij si¦, »e Twoja implemen-
tacja speªnia poni»sze wymagania:
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� Implementacja metody CG jest wydzielona do osobnej funkcji (dla ustalenia
uwagi w tej instrukcji nazwiemy j¡ Solve)

� Solve przyjmuje nast¦puj¡ce argumenty: rozmiar ukªadu równa« N (typ
caªkowity), macierz A (typ double **), wektor b (typ double *), wektor
przybli»enia pocz¡tkowego x0 (typ double *) oraz wektor, do którego wpisane
zosta¢ ma rozwi¡zanie x (typ double*).

� Solve nie zwraca warto±ci lub ewentualnie zwraca kod bª¦du (typ int).

� Wewn¡trz Solve jasno zde�niowana jest maksymalna liczba iteracji max_it
(typ const int) oraz poziom zbie»no±ci eps (typ const double). Opcjonalnie
mo»esz te wielko±ci przekazywa¢ jako dodatkowe argumenty.

� Poszczególne elementy danej iteracji, np. liczenie residuum, mno»enie macierz-
wektor, mno»enie skalarne wektorów itp. s¡ wydzielone do osobnych funkcji.

� Bezpo±rednio w Solve nie wyst¦puj¡ odniesienia do poszczególnych elementów
A (s¡ one przeniesione do odpowiednich funkcji, z których Solve korzysta)

� Zmienna fix jest globalna.

Element po elemencie

Skopiuj funkcj¦ do mno»enia macierz-wektor i nazwij kopi¦ SMult. W funkcji SMult
b¦dziemy chcieli napisa¢ funkcj¦ mno»¡c¡ przez globaln¡ macierz sztywno±ci S nie
u»ywaj¡c samej tej macierzy. Chcemy wykona¢ operacj¦ r = Sx, tzn: ri =

∑
j Sijxj .

Chcieliby±my aby funkcja Mult_A wykonywaªa mno»enie pewnego wektora v przez
globaln¡ macierz sztywno±ci nie u»ywaj¡c samej macierzy A. To znaczy, »e chcemy
wykona¢ operacj¦ t = Av czyli:

ti =
N∑

j=1

Aijvj , (i = 1 . . . N)

Przypomnijmy, »e globaln¡ macierz sztywno±ci A tworzy si¦ przez sumowanie ele-
mentów macierzy lokalnych. Zastanówmy si¦ wi¦c co si¦ dzieje z wynikiem mno»enia
t je±li do macierzy A dodamy co±.

Analogicznie je±li dodamy do elementu Sij liczb¦ w, to tak jak by±my dodali do
elementu ri liczb¦ w ·xj . Jako, »e macierz S konstruujemy wªa±nie przez dodawanie
do kolejnych jej elementów, mo»emy caªo±¢ mno»enia przez ni¡ zapisa¢ w powy»szej
postaci.
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Zadanie

Przekopiuj fragment kodu funkcji main odpowiedzialny za konstrukcj¦ macierzy S.
Nast¦pnie, ka»de wyst¡pienie

S[i,j] += cos;

zamie« na:

r[i] += cos * x[j];

Je»eli planujesz realizowa¢ cz¦±¢ instrukcji dot. równolegªo±ci, przerób kod tak,
aby aktualizowaª tablic¦ r blokami, tzn. wykonywaª mno»enie lokalnej macierzy
sztywno±ci przez odpowiedni �wycinek� wektora x, wynik wpisywaª do bufora (typ
double[8]), a bufor dodawaª do tablicy r dopiero po wykonaniu tego mno»enia.
Pomo»e to unikn¡¢ nadmiernej synchronizacji w¡tków. Nawiasem mówi¡c, takie
rozwi¡zanie mo»e si¦ okaza¢ nieco bardziej wydajne równie» dla sekwencyjnej
(nierównolegªej) implementacji. Wynika to z faktu, »e korzystaj¡c z alokowanego
na stosie bufora dokonujemy mniejszej liczby dost¦pów (operacji +=) do tablicy r,
która zaalokowana jest na stercie.

Zadanie

Co z cz¦±ci¡, która zamieniaªa wybrane wiersze na wiersze macierzy diagonalnej?
Je±li w macierzy S i-ty wiersz zamienimy na same zera i 1 na przek¡tnej, to tak jak
by±my postawili ri = xi. Zamie« p¦tl¦ wycinaj¡c¡ ity wiersz, na r[i]=x[i]

Zadanie 8

Je±li nie zrobiªe± tego w poprzednim ¢wiczeniu, napisz trywialny preconditioner
Precond_I(int N, double **A, double *r, double *p) przepisuj¡cy tablic¦
reszt wskazywan¡ przez r na tablic¦ poprawek wskazywan¡ przez p.

A teraz na powa»nie

Na tym etapie nigdzie w kodzie nie potrzebujemy macierzy S. Mo»emy j¡ caªkowicie
wyeliminowa¢. Funkcj¦ Solve b¦dziemy chcieli jednak u»ywa¢ dla ró»nych macierzy
� dlatego jako argument, zamiast macierzy double ** A b¦dziemy przekazywa¢
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funkcj¦ mno»enia void (*mult)(double *, double *). Tzn: nagªówek funkcji
Solve b¦dzie nast¦puj¡cy:

void Solve(int n, void (*mult)(double *, double *), double *b, double

*x0, double *x)

A w miejscu mno»enia przez macierz r = Ax b¦dziemy mieli mult(x,r);. Teraz
funkcj¦ Solve b¦dziemy wywoªywa¢ przekazuj¡c jej konkretn¡ funkcj¦ mno»¡c¡:
Solve(n, SMult, F, d);.

Na koniec mo»esz spróbowa¢ przerobi¢ funkcj¦ Solve tak, aby tak»e preconditioner
przyjmowany byª jako argument (wska¹nik do funkcji) i wywoªa¢ j¡ z precondi-
tionerem Jacobiego.

Pami¦taj aby zamurowa¢ stopnie swobody.

Równolegªo±¢*

W tej cz¦±ci laboratorium zajmiemy si¦ paralelizacj¡ (zrównolegleniem) napisanego
dotychczas kodu. Plik nagªówkowy z funkcjami uªatwiaj¡cymi pisanie równolegªego
kodu:

Plik nagªówkowy ParLib.hpp

Chcieliby±my teraz wykorzysta¢ fakt, »e wspóªczesne procesory posiadaj¡ wiele
rdzeni. S¡ one w zwi¡zku z tym zdolne do wykonywania wi¦cej ni» jednego ci¡gu
instrukcji jednocze±nie. Nawet bezwiednie korzystamy z tego na co dzie«, np.
jednocze±nie sªuchaj¡c muzyki i pisz¡c maile. System operacyjny przydziela wtedy
zasoby obliczeniowe (dost¦p do rdzeni) do ró»nych procesów w miar¦ potrzeby.
Rozró»nijmy teraz 2 kluczowe poj¦cia:

� Proces: wykonywany program. Blok kontrolny procesu zawiera informacj¦
nt. m.in. jego priorytetu, identy�katora i innych wªasno±ci. Procesy maj¡
niezale»ne stosy pami¦ci i nie komunikuj¡ si¦ wzajemnie w wydajny sposób.

� W¡tek: cz¦±¢ wykonywanego procesu (jeden proces skªada si¦ z co najmniej
jednego w¡tku). W¡tki danego procesu maj¡ dost¦p do jego stosu pami¦ci i
komunikuj¡ si¦ wzajemnie w wydajny sposób.

Krótko mówi¡c, w¡tki s¡ �lekkimi� podjednostkami procesu. Kluczowy jest tutaj
fakt, »e ró»ne w¡tki jednego procesu mog¡ jednocze±nie wykonywa¢ si¦ na osobnych
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rdzeniach. Zajmiemy si¦ teraz napisaniem programu, który tworzy kilka w¡tków i
wykonuje obliczenia równolegªe.

Zacznijmy od prostego przykªadu. Mamy dan¡ stuelementow¡ tablic¦ tab, której
wszystkie elementy chcieliby±my zwi¦kszy¢ o 1. W tym celu stworzymy 4 w¡tki, z
których ka»dy zajmie si¦ wydzielonym kawaªkiem tab. Program wygl¡da nast¦pu-
j¡co:

#include <cstdlib>

#include "ParLib.hpp"

void inc1(double* tab, unsigned int tab_size)

{

// Numer bie»¡cego w¡tku

const unsigned int id = self_id();

// Liczba wszystkich w¡tków

const unsigned int n_thr = no_threads();

// Bie»¡cy w¡tek inkrementuje tylko elementy tab o indeksach podzielnych przez swój identyfikator.

for (int i = id; i < tab_size; i += n_thr)

tab[i] += 1.;

return;

}

int main()

{

// Stwórz tab

double* tab = (double*)malloc(100 * sizeof(double));

// Wypeªnij tab

for (int i = 0; i < 100; i++)

tab[i] = rand();

// Wywoªaj inc1 równolegle

execute_in_parallel(4, inc1, tab, 100);

// Zwolnij pami¦¢

free(tab);

}
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Zwró¢ uwag¦, »e o liczbie w¡tków, które zostan¡ stworzone decyduje dopiero argu-
ment funkcji execute_in_parallel - funkcja inc1 napisana jest w sposób ogólny.

Powy»szy przykªad nie ilustruje jednak gªównego problemu programowania
równolegªego. W¡tki dziaªaj¡ zupeªnie niezale»nie - nie musz¡ si¦ komunikowa¢, a
adresy, do których wpisuj¡ warto±ci nie pokrywaj¡ si¦. Rozwa»my teraz nast¦puj¡cy
przykªad: mamy funkcj¦ double skomplikowane_obliczenia(double input),
która przyjmuje liczb¦ input, wykonuje na niej pracochªonne dziaªania, a nast¦pnie
zwraca wynik. Chcieliby±my teraz wywoªa¢ j¡ dla argumentów 3.14 oraz 42.42,
a nast¦pnie zsumowa¢ wyniki. Wywoªania dla osobnych argumentów s¡ od
siebie niezale»ne, wi¦c od razu nasuwa si¦ prosty schemat paralelizacji. Naiwna
implementacja wygl¡da nast¦puj¡co:

#include <cstdlib>

#include "ParLib.hpp"

double skomplikowane_obliczenia(double input)

{

// Wyobra¹my sobie, »e tutaj dziej¡ si¦ zªo»one obliczenia

return input + 1;

}

// Funkcja wywoªuj¡ca skomplikowane_obliczenia i dodaj¡ca wynik do wkazanego adresu

void fun(double inputs[], double* adres)

{

// Dany w¡tek bierze z tablicy inputs argument odpowiadaj¡cy jego identyfikatorowi

const double argument = inputs[self_id()];

*adres += skomplikowane_obliczenia(argument); // B��D: race condition

}

int main()

{

// Warto±ci wsadowe

double inputs[2];

inputs[0] = 3.14;

inputs[1] = 42.42;

// Zmienna do której wpisujemy sum¦ wyników

double wynik = 0.;

double* wynik_ptr = &wynik;
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// Wywoªaj obliczenia równolegªe

execute_in_parallel(2, fun, inputs, wynik_ptr);

}

Problem polega na tym, »e oba stworzone w¡tki b¦d¡ próbowa¢ pisa¢ do tego samego
adresu wynik_ptr. Tempo wykonywania przez w¡tki instrukcji nie jest deterministy-
czne. Mo»e zdarzy¢ si¦, »e system operacyjny uzna, »e inny proces jest wa»niejszy
od naszego programu i na jaki± czas pozbawi jednego (lub obu) z naszych w¡tków
zasobów. Nie jeste±my wobec tego w stanie przewidzie¢, który z nich sko«czy prac¦
pierwszy. W szczególno±ci mo»e zdarzy¢ si¦, »e oba w¡tki b¦d¡ jednocze±nie staraªy
si¦ zmody�kowa¢ zawarto±¢ adresu wynik_ptr. W takim wypadku warto±¢, która
b¦dzie �nalnie znajdowa¢ si¦ pod adresem wynik_ptr nie b¦dzie spodziewan¡ sum¡.
Tak¡ sytuacj¦ nazywamy race condition. Mówi¡c nieco dokªadniej: race condition
(lub data race) to sytuacja, w której co najmniej jeden w¡tek próbuje czyta¢ albo
pisa¢ z/do danego adresu w tym samym momencie, gdy inny w¡tek do niego pisze.

Najpopularniejszym mechanizmem wykorzystywanym do eliminowania race condi-
tion s¡ tzw. mutexy (od ang. mutual exclusion). Idea mutexu jest prosta: przed
wykonaniem potencjalnie problematycznej operacji, w¡tek próbuje zablokowa¢
mutex (w tym celu komunikuje si¦ z pozostaªymi w¡tkami). Je»eli mutex jest
wolny (tzn. nie zostaª wcze±niej zablokowany przez inny w¡tek), operacja zostaje
wykonana, a nast¦pnie mutex jest zwalniany. Je»eli mutex jest zablokowany
(przez inny w¡tek), wtedy wykonanie instrukcji zostaje wstrzymane do momentu
zwolnienia mutexu. Taka konstrukcja programu gwarantuje, »e co najwy»ej
jeden w¡tek b¦dzie wykonywaª zestaw potencjalnie problematycznych operacji
jednocze±nie. Przyjrzyjmy si¦ teraz, jak unikn¡¢ race condition w przypadku
powy»ej. Mody�kujemy funkcj¦ fun:

void fun(double inputs[], double* adres)

{

// Dany w¡tek bierze z tablicy inputs argument odpowiadaj¡cy jego identyfikatorowi

const double argument = inputs[self_id()];

// Blokujemy mutex o numerze 0

mutex_lock(0);

*adres += skomplikowane_obliczenia(argument);

// Zwalniamy mutex po wykonaniu dodawania
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mutex_unlock(0);

}

Dodatkowo musimy w funkcji main zadeklarowa¢, ile mutexów chcemy u»ywa¢, tak»e
przed wykonaniem execute_in_parallel musimy zawoªa¢

// Korzystamy tylko z jednego mutexu (o indeksie 0, patrz wy»ej)

init_mutex(1);

Biblioteka ParLib wspiera u»ywanie wielu mutexów, ich liczb¦ nale»y tylko wcze±niej
zadeklarowa¢ przy u»yciu init_mutex. Korzystaj¡c z mutexów nale»y zachowa¢ os-
tro»no±c i konstruowa¢ algorytmy tak, aby w¡tki si¦ nie zakleszczyªy (ang. deadlock),
tzn. np. »eby w¡tek 0 nie czekaª na w¡tek 1, a w¡tek 1 na w¡tek 0. W takiej sytuacji
wykonanie programu nigdy si¦ nie zako«czy.

Zrozumienie powy»szych przykªadów umo»liwi nam przyst¡pienie do paralelizacji
naszej implementacji metody gradientów sprz¦»onych. Zanim przyst¡pimy do wªa±-
ciwej pracy, zmierzmy czas, który zajmuje nam rozwi¡zanie ukªadu Ax = b w sposób
szeregowy, aby mie¢ si¦ do czego pó¹niej porówna¢.

Zadanie

U»yj funkcji tic i toc, aby zmierzy¢ czas, który zajmuje Twojemu programowi
wykonanie funkcji Solve. Dobierz mx i my tak, aby czas ten byª �wyczuwalny�, np.
kilka sekund. Dzi¦ki temu b¦dziemy mogli miarodajnie kwanty�kowa¢ przyspieszenie
(lub spowolnienie) kodu wynikaj¡ce z wielow¡tkowo±ci.

Zadanie

Zauwa»my, »e najbardziej kosztowne obliczeniowo jest wykonanie operacji mno»enia
macierz-wektor (funkcja SMult). Wobec tego, zajmiemy si¦ jej paralelizacj¡ w
pierwszej kolejno±ci. Napisz funkcj¦ Smult_par (b¦d¡c¡ pó¹niej argumentem
Solve), która przy u»yciu execute_in_parallel woªa wielow¡tkowo funkcj¦
Smult_worker. Clou tego zadania polega na poprawnej konstrukcji funkcji
Smult_worker. Smult_worker powinna:

� Na podstawie numeru w¡tku (self_id) oraz sumarycznej liczby w¡tków
(no_threads) identy�kowa¢ zakres elementów, na którym b¦dzie dokonywa¢
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mno»enia. Zakresy mi¦dzy w¡tkami powinny by¢ mo»liwie równe. Zagadnienie
podziaªu pracy na wiele w¡tków/procesów nazywa si¦ load balancing.

� Korzysta¢ z mutexów, aby unikn¡¢ jednoczesnego dodawania do wektora
wyniku z ró»nych w¡tków. Sprawd¹, co jest bardziej optymalne: blokowanie
caªego wektora wyników jednym mutexem, czy blokowanie go kawaªkami, tak,
aby umo»liwi¢ jednoczesny dost¦p w¡tkom pisz¡cym do ró»nych elementów.

Zadanie

Przyjrzyj si¦ pozostaªym elementom funkcji Solve. Które z nich mo»na korzystnie
zrównolegli¢, a które nie? Przetestuj swoje hipotezy posªuguj¡c si¦ funkcjami tic i
toc.

Dokumentacja biblioteki ParLib

Podstawowa wielow¡tkowo±¢:

� void execute_in_parallel(int n_threads, fun, arg1, arg2, ...) �
funkcja generuje n_threads w¡tków. Ka»ny z nich zaczyna wykonywa¢
funkcj¦ fun, wywoªan¡ z argumentami arg1, arg2, itd. Liczba argumentów
jest dowolna. Wyj±cie z funkcji nast¦puje po tym, gdy ostatni ze stworzonych
w¡tków zako«czy wykonywanie fun. execute_in_parallel nie wspiera
rekurencji (nie mo»na woªa¢ jej wewn¡trz fun). Jest to ograniczenie biblioteki
ParLib, w �prawdziwych� bibliotekach do programowania równolegªego w¡tki
mog¡ mie¢ dzieci, wnuki, itd.

� int self_id() � funkcja zwracaj¡ca numer w¡tka stworzonego przez
execute_in_parallel. Ka»dy w¡tek stworzony w ten sposób posiada
unikatowy numer z zakresu 0 - n_threads-1.

� int no_threads() � funkcja zwracaj¡ca liczb¦ w¡tków stworzonych przez
execute_in_parallel.

� void init_mutex(int n_mutex) � funkcja inicjalizuj¡ca n_mutex mutexów.
Mo»na z nich korzysta¢ do ko«ca trwania programu, s¡ pó¹niej dealokowane
automatycznie. init_mutex mo»na zawoªa¢ jedynie raz.
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� void mutex_lock(int mutex_no) � funkcja blokuj¡ca mutex o numerze
mutex_no. mutex_no musi nale»e¢ do zakresu 0 - n_mutex-1. Blokowanie
mutexu, który zostaª ju» wcze±niej zablokowany przez dany w¡tek powoduje
bª¡d.

� void mutex_unlock(int mutex_no)� funkcja zwalniaj¡ca mutex o numerze
mutex_no. mutex_no musi nale»e¢ do zakresu 0 - n_mutex-1. Zwalnianie mu-
texu, który zostaª ju» wcze±niej zwolniony przez dany w¡tek powoduje bª¡d.

Synchronizacja:

� void sync() � funkcja synchronizuj¡ca wszystkie w¡tki stworzone przez
execute_in_parallel, tzn. ka»dy w¡tek zatrzymuje si¦ dopóty, dopóki
wszystkie pozostaªe w¡tki nie wywoªaj¡ sync(). �atwo zauwa»y¢, »e
wszystkie w¡tki musz¡ wywoªa¢ sync() dokªadnie tyle samo razy, w innym
wypadku program nigdy nie przestanie si¦ wykonywa¢.

Pomiar czasu:

� void tic(unsigned int tic_id)� przypisuje �stempel czasowy� do identy-
�katora tic_id. tic_id mo»e by¢ dowolne, w przypadku wykonywania wielu
pomiarów nie ma obowi¡zku sekwencyjnego numerowania.

� double toc(unsigned int toc_id)� zwraca czas (w sekundach), który up-
ªyn¡ª od wywoªania tic(toc_id). Je»eli tic(toc_id) nie byªo wcze±niej
woªane, zostanie zwrócone 0.

Uwaga: tic i toc maj¡ domy±lny argument 0, tak»e zawoªanie

tic()

//

// Tutaj skomplikowane obliczenia

//

toc()

zwróci czas wykonania oblicze«.
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