@ t.. Laniewski-Wollk

METODY NUMERYCZNE : INSTRUKCJA 4

Creative Commons License:
Attribution Share Alike @

MNOZENIE PRZEZ MACIERZ JAKO FUNKCJA

Wstep

Na tym laboratorium nie poznamy sensum stricte nowych metod numerycznych. Za-
miast tego przyjrzymy sie, jak w optymalny sposéb zaimplementowaé¢ metody, ktore
juz znamy. Wykonujac poprzednie laboratorium powinni$my byli zauwazy¢, ze na-
jbardziej wydajna metoda iteracyjna (przynajmniej z tych rozwazanych) rozwiazania
ukladu algebraicznego wynikajacego z MES jest metoda gradientéw sprzezonych z
preconditionerem Jacobiego. Wobec tego skupimy sie tylko na niej, ale warto zaz-
naczy¢, ze prezentowane ponizej rozwiazania z powodzeniem mozna stosowa¢ rowniez
dla pozostatych metod iteracyjnych.

Macierz N x N typu double zajmuje w pamieci 8N? byte’6w, takze np. majac 16GB
pamieci RAM mozemy zaalokowa¢ macierz reprezentujacg uktad réwnarn o ok. 45tys.
niewiadomych (nawet mniej, gdy uwzglednimy pamie¢ zarezerwowang na inne zmi-
enne, system operacyjny itd). Implementacja z poprzednich zaje¢ jest wobec tego
zupelnie nieadekwatna do ,prawdziwych” probleméw inzynierskich, ktore potrafia
mieé¢ nawet dziesigtki milionéw stopni swobody. Szczesliwie okazuje sie, ze trzymanie
w pamieci calego A nie jest potrzebne. Nietrudno zauwazy¢, ze w metodzie gradien-
téw sprzezonych nie uzywamy elementéw macierzy, lecz tylko mozliwoéci mnozenia
przez nig. Innymi stlowy, nie musimy wiedzie¢ jak wyglada A, wystarczy ze dla
danego wektora x potrafimy policzy¢ Ax. Dzi§ wykorzystamy to spostrzezenie, aby
przyspieszy¢ program i drastycznie zredukowaé ilo§¢ wykorzystywanej przez niego
pamieci.

Dodatkowo, chetni moga dowiedzieé sie, jak wykorzystaé wspdlczesne wielordzeniowe
procesory do przyspieszenia obliczen.

Przygotowanie

Aby nie pomyli¢ sie w nastepnych krokach, nalezy najpierw zrefaktoryzowaé (tzn.
przeorganizowac i ,posprzata¢”) kod. W tym celu upewnij sie, ze Twoja implemen-
tacja spelnia ponizsze wymagania:

e Implementacja metody CG jest wydzielona do osobnej funkeji (dla ustalenia
uwagl w tej instrukeji nazwiemy ja Solve)

e Solve przyjmuje nastepujace argumenty: rozmiar ukladu réwnan N (typ
catkowity), macierz A (typ double **), wektor b (typ double *), wektor
przyblizenia poczatkowego x0 (typ double *) oraz wektor, do ktérego wpisane
zosta¢ ma rozwiazanie x (typ doublex).

e Solve nie zwraca wartosci lub ewentualnie zwraca kod bledu (typ int).

e Wewnatrz Solve jasno zdefiniowana jest maksymalna liczba iteracji max_it
(typ const int) oraz poziom zbieznosci eps (typ const double). Opcjonalnie
mozesz te wielkosci przekazywacé jako dodatkowe argumenty.

e Poszczegdlne elementy danej iteracji, np. liczenie residuum, mnozenie macierz-
wektor, mnozenie skalarne wektoréw itp. sa wydzielone do osobnych funkcji.

¢ Bezposrednio w Solve nie wystepuja odniesienia do poszczegédlnych elementow
A (sa one przeniesione do odpowiednich funkeji; z ktérych Solve korzysta)

e Zmienna fix jest globalna.

Element po elemencie

Skopiuj funkcje do mnozenia macierz-wektor i nazwij kopie SMult. W funkcji SMult
bedziemy chcieli napisa¢ funkcje mnozaca przez globalna macierz sztywnosci S nie
uzywajac samej tej macierzy. Chcemy wykonaé operacje r = Sz, tzn: r; = Zj Si;ix;.

Chcielibyémy aby funkcja Mult_A wykonywala mnozenie pewnego wektora v przez
globalnag macierz sztywnosci nie uzywajac samej macierzy A. To znaczy, ze chcemy
wykonaé operacje t = Av czyli:

N
J=1

Przypomnijmy, 7ze globalna macierz sztywnosci A tworzy sie przez sumowanie ele-
mentéw macierzy lokalnych. Zastanéwmy sie wiec co sie dzieje z wynikiem mnozenia
t jesli do macierzy A dodamy cos.

Analogicznie jesli dodamy do elementu S;; liczbe w, to tak jak by$my dodali do
elementu r; liczbe w-x;. Jako, ze macierz S konstruujemy wla$nie przez dodawanie
do kolejnych jej elementéw, mozemy calo§é mnozenia przez nia zapisaé w powyzszej
postaci.
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Zadanie

Przekopiuj fragment kodu funkcji main odpowiedzialny za konstrukcje macierzy S.
Nastepnie, kazde wystapienie

S[i,j] += cos;
zamien na:
r[i] += cos * x[jl;

Jezeli planujesz realizowaé¢ cze$é¢ instrukcji dot. réwnoleglosci, przeréb kod tak,
aby aktualizowal tablice r blokami, tzn. wykonywal mnozenie lokalnej macierzy
sztywnosci przez odpowiedni ,wycinek” wektora x, wynik wpisywal do bufora (typ
double[8]), a bufor dodawal do tablicy r dopiero po wykonaniu tego mnozenia.
Pomoze to uniknaé¢ nadmiernej synchronizacji watkéw. Nawiasem moéwiac, takie
rozwiazanie moze sie okazaé¢ nieco bardziej wydajne réwniez dla sekwencyjnej
(nier6wnoleglej) implementacji. Wynika to z faktu, Ze korzystajac z alokowanego
na stosie bufora dokonujemy mniejszej liczby dostepéw (operacji +=) do tablicy r,
ktora zaalokowana jest na stercie.

Zadanie

Co z czedcia, ktora zamieniala wybrane wiersze na wiersze macierzy diagonalnej?
Jesli w macierzy S i-ty wiersz zamienimy na same zera i 1 na przekatnej, to tak jak
by$my postawili r; = x;. Zamien petle wycinajaca ity wiersz, na r[il=x[i]

Zadanie 8

Jegli nie zrobile§ tego w poprzednim ¢wiczeniu, napisz trywialny preconditioner
Precond_I(int N, double x**A, double *r, double *p) przepisujacy tablice
reszt wskazywana przez r na tablice poprawek wskazywana przez p.

A teraz na powaznie

Na tym etapie nigdzie w kodzie nie potrzebujemy macierzy S. Mozemy ja catkowicie
wyeliminowaé. Funkcje Solve bedziemy chcieli jednak uzywaé¢ dla réznych macierzy
— dlatego jako argument, zamiast macierzy double ** A bedziemy przekazywaé

funkcje mnozenia void (*mult) (double *, double *). Tzn: naglowek funkcji
Solve bedzie nastepujacy:

void Solve(int n, void (*mult) (double *, double *), double *b, double
*x0, double *x)

A w miejscu mnozenia przez macierz r = Az bedziemy mieli mult (x,r);. Teraz
funkcje Solve bedziemy wywolywaé przekazujac jej konkretna funkcje mnozaca:
Solve(n, SMult, F, d4);.

Na koniec mozesz sprobowaé przerobié¢ funkcje Solve tak, aby takze preconditioner
przyjmowany byl jako argument (wskaznik do funkcji) i wywolaé ja z precondi-
tionerem Jacobiego.

Pamietaj aby zamurowaé stopnie swobody.

Rownoleglogé™

W tej czesci laboratorium zajmiemy sie paralelizacja (zrownolegleniem) napisanego
dotychczas kodu. Plik nagléwkowy z funkcjami utatwiajacymi pisanie réwnoleglego
kodu:

Plik nagtéwkowy ParLib.hpp

Chcieliby$my teraz wykorzysta¢ fakt, ze wspolczesne procesory posiadaja wiele
rdzeni. Sa one w zwigzku z tym zdolne do wykonywania wiecej niz jednego ciagu
instrukcji jednoczesnie. Nawet bezwiednie korzystamy z tego na co dzien, np.
jednoczesnie stuchajac muzyki i piszac maile. System operacyjny przydziela wtedy
zasoby obliczeniowe (dostep do rdzeni) do réznych proceséw w miare potrzeby.
Rozréznijmy teraz 2 kluczowe pojecia:

e Proces: wykonywany program. Blok kontrolny procesu zawiera informacje
nt. m.in. jego priorytetu, identyfikatora i innych wtasnosci. Procesy maja
niezalezne stosy pamieci i nie komunikuja sie wzajemnie w wydajny sposob.

e Watek: czes¢ wykonywanego procesu (jeden proces sktada sie¢ z co najmniej
jednego watku). Watki danego procesu maja dostep do jego stosu pamieci i
komunikuja sie wzajemnie w wydajny sposéb.

Krétko moéwiac, watki sa ,lekkimi” podjednostkami procesu. Kluczowy jest tutaj
fakt, ze rozne watki jednego procesu mogg jednoczesnie wykonywaé sie na osobnych
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rdzeniach. Zajmiemy sie teraz napisaniem programu, ktéry tworzy kilka watkow i
wykonuje obliczenia réwnolegte.

Zacznijmy od prostego przyktadu. Mamy dana stuelementowa tablice tab, ktorej
wszystkie elementy chcieliby$my zwiekszy¢ o 1. W tym celu stworzymy 4 watki, z
ktorych kazdy zajmie sie wydzielonym kawalkiem tab. Program wyglada nastepu-

jaco:

#include <cstdlib>
#include "ParLib.hpp"

void incl(double* tab, unsigned int tab_size)
{
// Numer biezgcego wgtku
const unsigned int id

self_id();

// Liczba wszystkich wgtkow
const unsigned int n_thr = no_threads() ;

// Biezgcy wgtek inkrementuje tylko elementy tab o indeksach podziel

for (int i = id; i1 < tab_size; i += n_thr)
tab[i] += 1.;

return;

}

int main()
{
// Stwérz tab
double* tab = (double*)malloc(100 * sizeof (double));

// Wypelnij tab
for (int i = 0; i < 100; i++)
tab[i] = rand();

// Wywolaj incl rownolegle
execute_in_parallel(4, incl, tab, 100);

// Zwolnij pamieé
free(tab) ;

Zwr6é uwage, ze o liczbie watkow, ktore zostang stworzone decyduje dopiero argu-
ment funkcji execute_in_parallel - funkcja incl napisana jest w sposob ogdlny.

Powyzszy przyklad nie ilustruje jednak gléwnego problemu programowania
rownoleglego. Watki dziataja zupelnie niezaleznie - nie musza si¢ komunikowaé, a
adresy, do ktorych wpisuja wartosci nie pokrywaja sie. Rozwazmy teraz nastepujacy
przyklad: mamy funkcje double skomplikowane_obliczenia(double input),
ktoéra przyjmuje liczbe input, wykonuje na niej pracochlonne dziatania, a nastepnie
zwraca wynik. ChcielibySmy teraz wywolaé ja dla argumentéw 3.14 oraz 42.42,
a nastepnie zsumowaé¢ wyniki. Wywotania dla osobnych argumentéw sa od
siebie niezalezne, wiec od razu nasuwa sie prosty schemat paralelizacji. Naiwna
implementacja wyglada nastepujaco:

#include <cstdlib>
#include "ParLib.hpp"

double skomplikowane_obliczenia(double input)

{
// Wyobrazmy sobie, ze tutaj dziejg sie ztozZone obliczenia
return input + 1;

// Funkcja wywotujgca skomplikowane_obliczenia i dodajgca wynik do wkazanego «

void fun(double inputs[], doublex adres)

{
// Dany wgtek bierze z tablicy inputs argument odpowiadajgcy jego tdentyf:
const double argument = inputs[self_id()];
+xadres += skomplikowane_obliczenia(argument); // BE4D: race condition

3

int main()

{
// Wartosci wsadowe
double inputs[2];
inputs[0] = 3.14;
inputs[1] = 42.42;

// Zmienna do ktdérej wpisujemy sume wynikow
double wynik =0.;
double* wynik_ptr = &wynik;
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// Wywolaj obliczenia rdéunolegte
execute_in_parallel(2, fun, inputs, wynik_ptr);

Problem polega na tym, ze oba stworzone watki beda probowac pisa¢ do tego samego
adresu wynik_ptr. Tempo wykonywania przez watki instrukeji nie jest deterministy-
czne. Moze zdarzyé sie, ze system operacyjny uzna, ze inny proces jest wazniejszy
od naszego programu i na jaki§ czas pozbawi jednego (lub obu) z naszych watkow
zasobow. Nie jesteSmy wobec tego w stanie przewidzieé¢, ktory z nich skornczy prace
pierwszy. W szczegélnosci moze zdarzy¢ sie, ze oba watki beda jednoczesnie staralty
sie zmodyfikowa¢ zawartoé¢ adresu wynik_ptr. W takim wypadku wartosé, ktoéra
bedzie finalnie znajdowaé sie pod adresem wynik_ptr nie bedzie spodziewang suma.
Taka sytuacje nazywamy race condition. Moéwigc nieco doktadniej: race condition
(lub data race) to sytuacja, w ktérej co najmniej jeden watek probuje czytaé¢ albo
pisaé z/do danego adresu w tym samym momencie, gdy inny watek do niego pisze.

Najpopularniejszym mechanizmem wykorzystywanym do eliminowania race condi-
tion sa tzw. mutexy (od ang. mutual exclusion). Idea mutexu jest prosta: przed
wykonaniem potencjalnie problematycznej operacji, watek probuje zablokowaé
mutex (w tym celu komunikuje sie¢ z pozostalymi watkami). Jezeli mutex jest
wolny (tzn. nie zostal wczesniej zablokowany przez inny watek), operacja zostaje
wykonana, a nastepnie mutex jest zwalniany. Jezeli mutex jest zablokowany
(przez inny watek), wtedy wykonanie instrukeji zostaje wstrzymane do momentu
zwolnienia mutexu. Taka konstrukcja programu gwarantuje, ze co najwyzej
jeden watek bedzie wykonywal zestaw potencjalnie problematycznych operacji
jednoczesnie. Przyjrzyjmy sie teraz, jak uniknaé race condition w przypadku
powyzej. Modyfikujemy funkcje fun:

void fun(double inputs[], double* adres)
{

// Dany wgtek bierze z tablicy inputs argument odpowiadajgcy jego id

const double argument = inputs[self_id()];

// Blokujemy mutexz o numerze 0
mutex_lock(0) ;

*xadres += skomplikowane_obliczenia(argument) ;

// Zwalniamy mutez po wykonaniu dodawania

mutex_unlock(0) ;

Dodatkowo musimy w funkcji main zadeklarowag, ile mutexéw chcemy uzywag, takze
przed wykonaniem execute_in_parallel musimy zawolaé

// Korzystamy tylko z jednego mutexu (o indeksie 0, patrz wyzej)
init_mutex(1);

Biblioteka ParLib wspiera uzywanie wielu mutexéw, ich liczbe nalezy tylko wczesniej
zadeklarowaé przy uzyciu init_mutex. Korzystajac z mutexéw nalezy zachowac os-
troznosc i konstruowac algorytmy tak, aby watki sie nie zakleszczyly (ang. deadlock),
tzn. np. zeby watek 0 nie czekal na watek 1, a watek 1 na watek 0. W takiej sytuacji
wykonanie programu nigdy sie nie zakoriczy.

Zrozumienie powyzszych przykladéw umozliwi nam przystapienie do paralelizacji
naszej implementacji metody gradientéw sprzezonych. Zanim przystapimy do wias-
ciwej pracy, zmierzmy czas, ktory zajmuje nam rozwiazanie uktadu Az = b w sposéb
szeregowy, aby mie¢ sie do czego pdzniej poréwnag.

Zadanie

Uzyj funkcji tic i toc, aby zmierzyé¢ czas, ktéry zajmuje Twojemu programowi
wykonanie funkcji Solve. Dobierz mx i my tak, aby czas ten byl wyczuwalny”, np.
kilka sekund. Dzieki temu bedziemy mogli miarodajnie kwantyfikowaé przyspieszenie
(lub spowolnienie) kodu wynikajace z wielowatkowosci.

Zadanie

Zauwazmy, ze najbardziej kosztowne obliczeniowo jest wykonanie operacji mnozenia
macierz-wektor (funkcja SMult). Wobec tego, zajmiemy sie jej paralelizacja w
pierwszej kolejnosci. Napisz funkcje Smult_par (bedaca péZniej argumentem
Solve), ktéra przy uzyciu execute_in_parallel wola wielowatkowo funkcje
Smult_worker. Clou tego zadania polega na poprawnej konstrukcji funkcji
Smult_worker. Smult_worker powinna:

e Na podstawie numeru watku (self_id) oraz sumarycznej liczby watkow
(no_threads) identyfikowa¢ zakres elementéw, na ktorym bedzie dokonywaé
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mnozenia. Zakresy miedzy watkami powinny byé mozliwie réwne. Zagadnienie
podzialu pracy na wiele watkéw /proceséw nazywa sie load balancing.

¢ Korzysta¢ z mutexéw, aby uniknaé¢ jednoczesnego dodawania do wektora
wyniku z réznych watkow. Sprawdz, co jest bardziej optymalne: blokowanie
calego wektora wynikéw jednym mutexem, czy blokowanie go kawatkami, tak,
aby umozliwi¢ jednoczesny dostep watkom piszacym do réznych elementow.

Zadanie

Przyjrzyj sie pozostalym elementom funkcji Solve. Ktore z nich mozna korzystnie
zrownolegli¢, a ktére nie? Przetestuj swoje hipotezy postugujac sie funkcjami tic i
toc.

Dokumentacja biblioteki ParLib
Podstawowa wielowatkowosé:

e void execute_in_parallel(int n_threads, fun, argl, arg2, ...) —
funkcja generuje n_threads watkéw. Kazny z nich zaczyna wykonywaé
funkcje fun, wywotana z argumentami argl, arg2, itd. Liczba argumentéw
jest dowolna. Wyjscie z funkeji nastepuje po tym, gdy ostatni ze stworzonych
watkow zakonczy wykonywanie fun. execute_in_parallel nie wspiera
rekurencji (nie mozna wola¢ jej wewnatrz fun). Jest to ograniczenie biblioteki
ParLib, w ,prawdziwych” bibliotekach do programowania réwnolegtego watki
moga mie¢ dzieci, wnuki, itd.

e int self_id() — funkcja zwracajaca numer watka stworzonego przez
execute_in_parallel. Kazdy watek stworzony w ten sposoéb posiada
unikatowy numer z zakresu 0 - n_threads-1.

e int no_threads() — funkcja zwracajaca liczbe watkow stworzonych przez
execute_in_parallel.

e void init_mutex(int n_mutex) — funkcja inicjalizujaca n_mutex mutexéw.
Mozna z nich korzystaé¢ do korica trwania programu, sa po6zniej dealokowane
automatycznie. init_mutex mozna zawolaé¢ jedynie raz.

void mutex_lock(int mutex_no) — funkcja blokujaca mutex o numerze
mutex_no. mutex_no musi naleze¢ do zakresu 0 - n_mutex-1. Blokowanie

mutexu, ktory zostal juz wczesniej zablokowany przez dany watek powoduje
blad.

void mutex_unlock(int mutex_no) — funkcja zwalniajaca mutex o numerze
mutex_no. mutex_no musi naleze¢ do zakresu 0 - n_mutex-1. Zwalnianie mu-
texu, ktéry zostal juz wezesniej zwolniony przez dany watek powoduje btad.

Synchronizacja:

void sync() — funkcja synchronizujaca wszystkie watki stworzone przez
execute_in_parallel, tzn. kazdy watek zatrzymuje sie dopdty, dopdki
wszystkie pozostale watki nie wywolaja sync(). Latwo zauwazyé¢, ze
wszystkie watki musza wywolaé¢ sync() doktadnie tyle samo razy, w innym
wypadku program nigdy nie przestanie sie wykonywag.

Pomiar czasu:

Uwag

tic()
//

void tic(unsigned int tic_id) — przypisuje ,stempel czasowy” do identy-
fikatora tic_id. tic_id moze by¢ dowolne, w przypadku wykonywania wielu
pomiaréw nie ma obowiazku sekwencyjnego numerowania.

double toc(unsigned int toc_id) — zwraca czas (w sekundach), ktory up-
ltynal od wywolania tic(toc_id). Jezeli tic(toc_id) nie bylo wczesniej
wolane, zostanie zwrocone 0.

a: tic i toc maja domyslny argument 0, takze zawolanie

// Tutaj skomplikowane obliczenia

//
toc()

zwrbci czas wykonania obliczen.
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