
Metody iteracyjne

Na tych laboratoriach skupimy si¦ na rozwi¡zaniu ukªadu równa«:

Ax = b

W tym celu rozpatrzymy kilka metod, których dziaªanie sprawdzimy na ukªadzie
równa« otrzymanym na poprzednich zaj¦ciach dzi¦ki metodzie MES.
Naszym celem b¦dzie napisanie funkcji Solve, która zast¡pi funkcj¦ Gauss i wyz-
naczy warto±¢ wektora x. Nie b¦dziemy jednak tego ukªadu rozwi¡zywa¢ metod¡
bezpo±redni¡, tak¡ jak eliminacja Gaussa, ale metod¡ iteracyjn¡. Skonstruujemy
ci¡g

(
xk

)
, którego elementy xk b¦d¡ d¡»yªy do rozwi¡zania dokªadnego x.

Niezb¦dne de�nicje

� Wektorem bª¦du w k-tym kroku nazywamy:

ek = x− xk

� Wektorem residualnym (residuum) w k-tym kroku nazywamy:

rk = b− bk

�atwo zauwa»y¢, »e zachodzi zale»no±¢ rk = Aek.
Wida¢ tak»e, »e skoro xk d¡»y do x to rk d¡»y do zera.

Zadanie

Wyznacz residuum dla zadania z poprzednich zaj¦¢. Nast¦pnie oblicz i wy±wietl jego
norm¦: ∥r∥ =

√
rT r (napisz funkcj¦ licz¡c¡ norm¦ wektora norm(int, double *)).

Ile wynosi ta norma przed i po rozwi¡zaniu ukªadu metod¡ eliminacji Gaussa?

Pocz¡tki

We¹my dowolny wektor x0 i obliczmy odpowiadaj¡cy mu wektor prawych stron
b0 = Ax0. Ró»nica mi¦dzy �prawdziwym� wektorem b a przybli»eniem jest wtedy
równa

r0 = b− b0 = Ax−Ax0 = Ae0
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Zatem ró»nica mi¦dzy �prawdziwym� rozwi¡zaniem a przybli»onym e0 = A−1r0.
Co ostatecznie pozwala nam zapisa¢: x = x0 +A−1r0. Nie mamy jednak A−1 (w
tym rzecz). Zamiast niej u»yjemy macierzy M−1. Wtedy jednak nie dostaniemy
dokªadnej warto±ci1 x a jedynie przybli»enie. Prowadzi to nas do wzoru:

xk+1 = xk + pk = xk +M−1rk

Wektor pk jest �poprawk¡� w k-tej iteracji a macierz M nazywamy precondi-

tioner'em. Najlepiej byªoby gdyby macierz M byªa �podobna� do macierzy A
a jednocze±nie ªatwo odwracalna.

Rozpatrzmy ukªad rk = Apk. Wida¢, »e je±li pominiemy wi¦kszo±¢ jego elementów:




A11p
k
1 + A12p

k
2 + A13p

k
3 + . . . + A1NpkN = rk1

A21p
k
1 + A22p

k
2 + A23p

k
3 + . . . + A2NpkN = rk2

A31p
k
1 + A32p

k
2 + A33p

k
3 + . . . + A3NpkN = rk3

...
...

...
. . .

...
...

AN1p
k
1 + AN2p

k
2 + AN3p

k
3 + . . . + ANNpkN = rkN

dostaniemy prosty wzór na pk:

pki =
1

Aii
rki

Jest to równowa»ne z wzi¦ciem za macierz M diagonalnej cz¦±ci macierzy A. Ten
prosty schemat iteracji z powy»sz¡ poprawk¡ nazywamy metod¡ Jacobiego.

Zadania

1. Zaimplementuj metod¦ Jacobiego i wykonaj np. 1000 iteracji zaczynaj¡c od
x0 = 0. W ka»dej iteracji wy±wietl norm¦ residuum. Napisz tak»e funkcj¦
res_draw(double), która posªu»y do wykonania wykresu zbie»no±ci.

2. Taki proces iteracyjny nie zbiega si¦. Wprowad¹ wspóªczynnik α, który
�przytªumi� wykonywane iteracje:

xk+1 = xk + αpk

3. Sprawd¹ zbie»no±¢ tego schematu dla ró»nych warto±ci α. Sprawd¹ liczby 0.5,
0.9, 1.1 i 2.

4. Wydziel z funkcji Solve cz¦±¢ odpowiedzialn¡ za mno»enie przez A: Mult(int
N, double **A, double *x, double *r) i preconditioner: Precond(int N,

double **A, double *x, double *p).

1I tak nie dostaliby±my dokªadnej warto±ci ze wzgl¦du na bª¦dy numeryczne.
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Spróbujmy poprawi¢ nasz schemat bior¡c lepszy preconditioner. Zauwa»my, »e
obliczaj¡c pk2 mamy ju» obliczone pk1 i mo»emy go u»y¢. Nie musimy zatem pomija¢
elementów ukªadu �pod diagonal¡�:





A11p
k
1 + A12p

k
2 + A13p

k
3 + . . . + A1NpkN = rk1

A21p
k
1 + A22p

k
2 + A23p

k
3 + . . . + A2NpkN = rk2

A31p
k
1 + A32p

k
2 + A33p

k
3 + . . . + A3NpkN = rk3

...
...

...
. . .

...
...

AN1p
k
1 + AN2p

k
2 + AN3p

k
3 + . . . + ANNpkN = rkN

Daje nam to prosty wzór na pk:

pki =
1

Aii


ri −

i−1∑

j=1

Aijp
k
j




Gdy α = 1 schemat taki nazywamy metod¡ Gaussa-Seidla.

Zadania

1. Wypróbuj nowy wzór na p. Sprawd¹ ró»ne warto±ci α.

Schematy, dla których α > 1 nazywamy metodami Successive Over-Relaxation

(SOR).

Dobieramy α

Wida¢ wyra¹nie, »e zbie»no±¢ bardzo zale»y od warto±ci wspóªczynnika α i jasnym
jest, »e najlepiej byªoby dobiera¢ ten wspóªczynnik w ka»dej iteracji:

xk+1 = xk + αkpk

Zastanówmy si¦ teraz jak b¦dzie si¦ zmieniaªo residuum w zale»no±ci od kroku. Je±li
pomno»ymy powy»szy wzór przez −A a nast¦pnie dodamy b i skorzystamy z de�nicji
residuum otrzymamy:

rk+1 = rk − αkApk

Kwadrat normy tego residuum jest równy:

∥rk+1∥ = (rk+1)T rk+1 = (rk − αkApk)T (rk − αkApk) =

3

(rk)T rk − 2αk(rk)TApk + (αk)2(Apk)TApk

Wida¢, »e kwadrat normy jest kwadratow¡ funkcj¡ αk a wspóªczynnik przed (αk)2

jest dodatni. Oznacza to, »e funkcja ta ma minimum. Obliczamy pochodn¡ po αk:

d

dαk

(
∥rk+1∥

)
= −2(rk)TApk + 2αk(Apk)TApk

i przyrównujemy do zera co ostatecznie daje warto±¢:

αk =
(rk)TApk

(Apk)TApk

Schemat z tak¡ warto±ci¡ αk nazywamy metod¡ najmniejszych residuów (Min-
imal Residual Method � MINRES).

Zadania

1. Sprawd¹ zbie»no±¢ dla nowego αk. W tym celu:

� Wyznacz wektor Apk.
� Zauwa», »e wyra»enie typu aTb to iloczyn skalarny dwóch wektorów
aTb = a · b. Napisz funkcj¦ skal(int, double *, double *) licz¡c¡
iloczyn skalarny i oblicz αk z powy»szego wzoru.

Wykorzystujemy histori¦

Do tej pory ignorowali±my informacj¦ o poprawkach z poprzednich iteracji i
poprawk¦ w k-tym kroku obliczali±my ze wzoru

pk = M−1rk

Zmienimy to przez wykorzystanie informacji o poprawce z k − 1 kroku:

pk = pk − βkpk−1

Teraz wzór na nowe residuum b¦dzie miaª posta¢:

rk+1 = rk − αkA
(
pk − βkpk−1

)

Musimy jeszcze wyznaczy¢ warto±¢ nowego wspóªczynnika βk.
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Zadania

1. Wypisz wzór na ∥rk+1∥ i zró»niczkuj go po wspóªczynniku βk. Przyjmij, »e
(rk+1)TApk = 0 (wynika to z poprzedniej iteracji).

Schemat, w którym wspóªczynniki αk i βk obliczane s¡ po przez minimalizacj¦
residuów nazywamy uogólnion¡ metod¡ najmniejszych residuów (Generalized
Minimal Residual Method � GMRES).

Zadania

1. Zmody�kuj proces iteracji wedªug schematu:

� oblicz residuum rk = b−Axk

� oblicz poprawk¦ pk = M−1rk

� je»eli nie jest to pierwsza iteracja: oblicz βk i now¡ poprawk¦ pk = pk −
βkpk−1

� oblicz αk

� wyznacz nowe rozwi¡zanie xk+1 = xk + αkpk

� zachowaj star¡ poprawk¦ pk = pk−1 (opªaca si¦ te» zachowa¢ wektor
Apk−1).

Je±li macierzA jest symetryczna i dodatnio okre±lona. . .

W przypadku naszego zadania MES mo»emy wykorzysta¢ fakt, »e macierz A jest
symetryczna i dodatnio okre±lona. Wtedy zamiast minimalizowa¢ (rk+1)T rk+1

mo»emy zminimalizowa¢ pewien specjalny funkcjonaª:

f(x) =
1

2
xTAx− bTx

Zadania

1. Odwoªuj¡c si¦ do �zyki naszego przypadku, odpowiedz na poni»sze pytania:

� Czym jest funkcjonaª f(x)?
� Dlaczego macierz A jest symetryczna?
� Dlaczego A jest dodatnio okre±lona?
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2. Podstaw w powy»szym wzorze xk+1 = xk + αkpk, zró»niczkuj i oblicz αk.
Zauwa», »e 1

2x
TAx− bTx = const.+ 1

2 (α
kpk)TA(αkpk)− rT (αkpk).

3. Analogicznie jak w poprzednim punkcie, podstaw xk+1 = xk+αk
(
pk − βkpk−1

)
,

zró»niczkuj wzgl¦dem βk i wyznacz βk (tym razem (pk−1)T rk = 0).

Zadanie

Zastosuj identyczny schemat iteracji jak w poprzednim punkcie ale zmie« αk i βk.
Zbadaj zbie»no±¢.

Taki schemat nazywamy metod¡ gradientu sprz¦»onego (Conjugate Gradient
Method � CG).

Uwaga: Aktualnie zbie»no±¢ jest bardzo sªaba. Wynika to z faktu, »e cho¢ A jest
symetryczna to preconditioner z metody Gaussa-Seidla M−1 ju» nie jest.

Zadanie

Zbadaj zbie»no±¢ z preconditionerem diagonalnym, lub wyra»eniem pk = rk

(brakiem preconditionera).

Uwaga: Metod¦ Conjugate Gradient mo»na zaimplementowa¢ w bardziej �zwartej�
formie. Taki schemat mo»na znale¹¢ na Wikipedii, b¡d¹ w notatkach z wykªadu.
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