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METODY ITERACYJNE

Na tych laboratoriach skupimy sie na rozwiazaniu uktadu réwnan:
Ax=Db

W tym celu rozpatrzymy kilka metod, ktérych dzialanie sprawdzimy na ukladzie
rownan otrzymanym na poprzednich zajeciach dzieki metodzie MES.

Naszym celem bedzie napisanie funkcji Solve, ktora zastapi funkcje Gauss i wyz-
naczy wartosé wektora x. Nie bedziemy jednak tego uktadu rozwiazywaé metoda
bezposrednia, taka jak eliminacja Gaussa, ale metoda iteracyjna. Skonstruujemy
ciag (x*), ktorego elementy x* beda dazyly do rozwigzania dokladnego x.

Niezbedne definicje

¢ Wektorem bledu w k-tym kroku nazywamy:

eF=x—x

k
e Wektorem residualnym (residuum) w k-tym kroku nazywamy:
r* =b - bk

Latwo zauwazy¢, ze zachodzi zaleznosé r* = Ae”.
Widaé takze, ze skoro x* dazy do x to r* dazy do zera.

Zadanie

Wyznacz residuum dla zadania z poprzednich zajeé¢. Nastepnie oblicz i wy$wietl jego
norme: ||r|| = VrTr (napisz funkcje liczaca norme wektora norm(int, double *)).
Ile wynosi ta norma przed i po rozwigzaniu uktadu metoda eliminacji Gaussa?

Poczatki

Wezmy dowolny wektor x° i obliczmy odpowiadajacy mu wektor prawych stron
b? = Ax". Réznica miedzy ,prawdziwym” wektorem b a przyblizeniem jest wtedy
réwna

r"=b-b’=Ax - Ax" = Ae’

Zatem réznica miedzy ,prawdziwym” rozwigzaniem a przyblizonym e® = A~!r0,
Co ostatecznie pozwala nam zapisa¢: x = x° + A~!r?. Nie mamy jednak A1 (w
tym rzecz). Zamiast niej uzyjemy macierzy M~!. Wtedy jednak nie dostaniemy
dokladnej wartosci' x a jedynie przyblizenie. Prowadzi to nas do wzoru:

X b 4 pk = xF o ML
Wektor p* jest ,poprawky’ w k-tej iteracji a macierz M nazywamy precondi-

tioner’em. Najlepiej byloby gdyby macierz M byla ,podobna” do macierzy A
a jednoczeénie tatwo odwracalna.

Rozpatrzmy uklad r* = Ap”*. Widaé, ze jesli pominiemy wiekszo$¢ jego elementow:

Aupy  +  Apps + Anph + 0+ Al = ok
Aoiphi 4+ Asph  + Asgph + 0 4+ Aonpl, = 1k
Asiph +  Asoph 4+ Assph + 0+ Asaph, = ok
Anipt 4+ Anoph + Ansph + .+ ANNp§“V = Tf\,
dostaniemy prosty wzor na p*:
b L
K3 AZZ K3

Jest to réwnowazne z wzieciem za macierz M diagonalnej czeéci macierzy A. Ten
prosty schemat iteracji z powyzsza poprawka nazywamy metoda Jacobiego.

Zadania

1. Zaimplementuj metode Jacobiego i wykonaj np. 1000 iteracji zaczynajac od
x% = 0. W kazdej iteracji wyswietl norme residuum. Napisz takze funkcje
res_draw(double), ktora postuzy do wykonania wykresu zbieznosci.

2. Taki proces iteracyjny nie zbiega sie. Wprowadz wspoélczynnik «, ktory
yprzyttumi” wykonywane iteracje:

X = xb 4 ap”
3. Sprawd? zbiezno$¢ tego schematu dla réznych warto$ci o. Sprawdz liczby 0.5,
0.9,1.112.
4. Wydziel z funkcji Solve cze$é¢ odpowiedzialng za mnozenie przez A: Mult (int
N, double **A, double *x, double *r) ipreconditioner: Precond(int N,
double #*xA, double *x, double *p).

11 tak nie dostaliby$my dokladnej wartosci ze wzgledu na btedy numeryczne.
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Sprobujmy poprawi¢ nasz schemat biorac lepszy preconditioner. Zauwazmy, ze (cf) ek — 20k (rM)T Ap* + (o*)?(Ap*)T Ap”
obliczajac p§ mamy juz obliczone p¥ i mozemy go uzy¢. Nie musimy zatem pomijaé

. 4 . . . k P . k\2
elementow ukladu ,pod diagonala Widaé, ze kwadrat normy jest kwadratowa funkcja o a wspoétczynnik przed (o)

jest dodatni. Oznacza to, ze funkcja ta ma minimum. Obliczamy pochodna po o:

Allp’f +  Apps o+ Awph 4+ 0+ A /)K = 7 d
Anp}f  +  Aspi 4+ Awph + o+ Aonph = b
+

—— (1
Aqiph +  Aseph 4+ Assph + Asnpk = 7k da

|rk+1||) — —Q(Fk)TApk 4 2O¢k(Apk)TApk

i przyréwnujemy do zera co ostatecznie daje wartosé:

Anipy  + Anaps + Awnspy + ...+ Annpk = % i (r¥)T Ap

= T A pk
Daje nam to prosty wzoér na p”: (Ap*)TAp

) i1 Schemat z takg wartoscig o nazywamy metoda najmniejszych residuéw (Min-
k k i i _—
— [ ri— Z Ayph imal Residual Method — MINRES).

2 ]:1

Gdy a =1 schemat taki nazywamy metoda Gaussa-Seidla. Zadania
1. Sprawdz zbieznosé¢ dla nowego o*. W tym celu:

Zadania
o Wyznacz wektor Ap”.

o Zauwaz, ze wyrazenie typu a’b to iloczyn skalarny dwoch wektorow
a’b = a-b. Napisz funkcje skal(int, double *, double *) liczaca
iloczyn skalarny i oblicz o z powyzszego wzoru.

1. Wyprébuj nowy wzor na p. Sprawdz rézne wartosci a.

Schematy, dla ktérych o > 1 nazywamy metodami Successive Over-Relaxation
(SOR).

Wykorzystujemy historie
Dobieramy «

Do tej pory ignorowaliSmy informacje o poprawkach z poprzednich iteracji i

Wida¢ wyraznie, ze zbieznosé¢ bardzo zalezy od wartosci wspolczynnika a i jasnym poprawke w k-tym kroku obliczalismy ze wzoru

jest, ze najlepiej bytoby dobieraé¢ ten wspotezynnik w kazdej iteracji: pk = M~ 1rk

k+1 _ Lk k. k
X" =x"+a - .
taop Zmienimy to przez wykorzystanie informacji o poprawce z k — 1 kroku:

Zastandéwmy sie teraz jak bedzie sie zmieniato residuum w zaleznosci od kroku. Jesli & b ghphel
p =P —pP

pomnozymy powyzszy wzor przez —A a nastepnie dodamy b i skorzystamy z definicji

residuum otrzymamy: X . . )
kt1 b kApF Teraz wzor na nowe residuum bedzie mial postaé:

r =r —«

Kwadrat normy tego residuum jest réwny: "t =" —oFA (pk - ﬁkpk_l)

e = (2P )Tkt = (0% — oF ApF)T (% — oF ApF) = Musimy jeszcze wyznaczy¢ warto§é nowego wspotezynnika B*.
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Zadania

1. Wypisz wzér na |[r*T1|| i zrézniczkuj go po wspdtczynniku S*. Przyjmij, ze
(r**+1)T Ap* = 0 (wynika to z poprzedniej iteracji).

Schemat, w ktérym wspolczynniki o i B* obliczane sa po przez minimalizacje
residuéw nazywamy uogdélniona metoda najmniejszych residuéw (Generalized
Minimal Residual Method — GMRES).

Zadania

1. Zmodyfikuj proces iteracji wedlug schematu:

e oblicz residuum r* = b — Ax*

e oblicz poprawke pF = M~ !r¥

e jezeli nie jest to pierwsza iteracja: oblicz B* i nows poprawke p* = p¥ —
ﬁkpk_l

e oblicz «

e wyznacz nowe rozwigzanie x*t1 = x* + o*p*

e zachowaj stara poprawke p* = p*~! (oplaca sie tez zachowaé¢ wektor
ApF1).

k

Jesli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona. . .

W przypadku naszego zadania MES mozemy wykorzysta¢ fakt, ze macierz A jest
symetryczna i dodatnio okre§lona. Wtedy zamiast minimalizowaé¢ (rF+!)7rkF+!
mozemy zminimalizowaé pewien specjalny funkcjonal:

f(x)= %XTAX —bTx

Zadania

1. Odwolujac sie do fizyki naszego przypadku, odpowiedz na ponizsze pytania:

e Czym jest funkcjonal f(x)?
e Dlaczego macierz A jest symetryczna?
e Dlaczego A jest dodatnio okreslona?
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2. Podstaw w powyzszym wzorze x*T! = x*¥ + o*p*, zrézniczkuj i oblicz oF.
Zauwaz, ze 1x7 Ax — bTx = const. + 1 (a*p*)T A(a*p*) — rT(a*p").
3. Analogicznie jak w poprzednim punkcie, podstaw x*+1 = x*4-a* (pk — kak_l),

zrézniczkuj wzgledem B* i wyznacz 8% (tym razem (pF~!)Tr*F = 0).

Zadanie
Zastosuj identyczny schemat iteracji jak w poprzednim punkcie ale zmien o i g*.
Zbadaj zbieznosé.

Taki schemat nazywamy metoda gradientu sprzezonego (Conjugate Gradient
Method — CG).

Uwaga: Aktualnie zbieznosé¢ jest bardzo staba. Wynika to z faktu, ze choé A jest
symetryczna to preconditioner z metody Gaussa-Seidla M ™! juz nie jest.

Zadanie

Zbadaj zbieznosé z preconditionerem diagonalnym, lub wyrazeniem p* = r*

(brakiem preconditionera).

Uwaga: Metode Conjugate Gradient mozna zaimplementowaé¢ w bardziej ,zwartej”
formie. Taki schemat mozna znalezé na Wikipedii, badZz w notatkach z wyktadu.



