
Metoda Elementów Sko«czonych

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy meslib.h
� Plik ¹ródªowy meslib.cpp
� Plik nagªówkowy winbgi2.h
� Plik ¹ródªowy winbgi2.cpp

Wprowadzenie

Niniejsz¡ instrukcj¡ rozpoczynamy cykl laboratoriów, z których ka»de kolejne b¦dzie
rozwini¦ciem poprzedniego i wnioski z poprzedniego b¦d¡ stanowiªy motywacj¦ do
zastosowania kolejnych metod. Tym samym nale»y zadba¢ o to, aby zadania z
ka»dego laboratorium byªy wykonywane do ko«ca czy to na zaj¦ciach, czy w domu.
Dzi± zaznajomimy si¦ ze sformuªowaniem metody elementów sko«czonych dla jed-
nego elementu czworok¡tnego. Dla uproszczenia nie b¦dziemy stosowa¢ transfor-
macji geometrycznych wyst¦puj¡cych w rzeczywistym sformuªowaniu metody ele-
mentów sko«czonych, wi¦c faktycznie b¦dziemy operowa¢ zawsze na jednostkowych
elementach kwadratowych.

Sformuªowanie algebraiczne dla jednego elementu

Zagadnienie wytrzymaªo±ci konstrukcji dla jednego elementu sko«czonego ma
nast¦puj¡ce sformuªowanie algebraiczne: Elementowi sko«czonemu przypisana jest
tzw. macierz sztywno±ci K reprezentuj¡ca jego sztywno±¢ na poszczególne rodzaje
odksztaªce« (przesuni¦cia jego wierzchoªków), wektor przesuni¦¢ d, jakim ulegn¡
poszczególne wierzchoªki elementu pod obci¡»eniem oraz wektor siª w¦zªowych f
reprezentuj¡cy odpowiednio przeliczone siªy (b¡d¹ obci¡»enia ci¡gªe) przyªo»one do
w¦zªów elementu.

Kd = f

Wektor przesuni¦¢ (ang. displacement) zawiera odpowiednio przesuni¦cia wzgl¦dem
osi x oraz y kolejnych w¦zªów elementu (numeracja w¦zªów pokazana jest na Rys. 1).
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Wektor siª w¦zªowych f ma analogiczn¡ posta¢. Poni»ej przedstawiona jest równie»
macierz sztywno±ci K.
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Rys. 1. Lokalna indeksacja w.z.ów elementu sko.czonego.

Macierz sztywno±ci elementu K, dopóki nie zostan¡ na ukªad narzucone wi¦zy
unieruchamiaj¡ce ukªad w przestrzeni jako ciaªo sztywne, jest osobliwa. Aby
móc obliczy¢ przemieszczenia w¦zªów elementu pod dziaªaniem okre±lonych siª,
nakªadamy najpierw wi¦zy. Zaªó»my, »e w naszym przypadku b¦d¡ to wi¦zy
zamurowania lewego brzegu elementu, tzn. x0 = y0 = x3 = y3 = 0. W postaci
macierzowej powy»sze cztery równania s¡ równoznaczne z zast¡pieniem wierszy o
indeksach 0, 1, 6 i 7 jedynkami na gªównej diagonali macierzy i przypisaniu zer na
tych indeksach w wektorze prawej strony. Po narzuceniu wi¦zów macierz nie jest
ju» osobliwa i mo»na rozwi¡za¢ ukªad cho¢by procedur¡ Gaussa.

Zadania

� Napisz program, w którym zaalokujesz pami¦¢ na:

� globaln¡ macierz sztywno±ci Kg (uzupeªniona macierz sztywno±ci ele-
mentu K jest ju» w bibliotece meslib),

� wektor przemieszcze« w¦zªowych d,
� wektor prawych stron f ,
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� wektor wi¦zów fix do narzucenia warunków brzegowych.

� Uzupeªnij zaalokowane tablice.
� Odbierz wszystkie stopnie swobody po lewej stronie elementu.
� Jako wymuszenie przyªó» siª¦ ci¡gn¡c¡ w dóª prawy dolny w¦zeª.
� Rozwi¡» zagadnienie metod¡ Gaussa i narysuj odksztaªcony element.
� Zmody�kuj w programie obci¡»enie: przyªó» siª¦ skierowan¡ pionowo w dóª do
obu w¦zªów na prawej kraw¦dzi. Rozwi¡» zadanie.

� Przyªó» siªy, które rozci¡gn¡ element i rowi¡» zadanie.
� Sprawd¹ wpªyw wspóªczynnika Poissona na rozwi¡zanie.
� Sprawd¹ ró»ne mody�kacje programu, aby zaznajomi¢ si¦ z zadawaniem ob-
ci¡»e« i ruchami poszczególnych stopni swobody.

� Zmie« sposób zamurowania na inny.
� Sprawd¹, co si¦ stanie z rozwi¡zaniem, gdy w ogóle nie narzucisz warunków
brzegowych lub nie w peªni odbierzesz sztywne stopnie swobody ukªadu.

� Spróbuj stworzy¢ teraz belk¦ skªadaj¡c¡ si¦ z dwóch elementów sko«czonych.

Wskazówki implementacyjne

� Elementy w belce maj¡ by¢ indeksowane od 0 do MX ∗ MY − 1, poczy-
naj¡c od elementu w lewym dolnym rogu i indeksuj¡c je po kolei w prawo.
Po doj±ciu do ko«ca belki, zaczynamy od lewego brzegu analogicznie indek-
sowa¢ kolejnymi liczbami elementy w pasie poªo»onym o jeden element wy»ej
ni» dopiero co indeksowany pas. W identyczny sposób indeksowane s¡ w¦zªy.
Takiego indeksowania wymaga uproszczenie implementacji (brak transformacji
geometrycznej macierzy sztywno±ci) oraz prostota obecnej funkcji do rysowa-
nia caªego ukªadu.

� MX i MY oznaczaj¡ odpowiednio liczb¦ elementów w poziomie i w pionie w
prostok¡tnej belce. Musz¡ to by¢ zmienne globalne.

� Funkcja do rysowania draw wymaga podania wska¹nika int * do tablicy fix

o dªugo±ci równej liczbie stopni swobody w siatce N = 2(MX + 1)(MY + 1).
Je±li na danej pozycji w tablicy stoi zero, przyjmujemy, »e ten stopie« swobody
ulega przemieszczeniom. Wpisanie na danym miejscu warto±ci 1, oznacza, »e
stopie« swobody o tym indeksie jest odebrany (tak ukªad zostanie narysowany
przez procedur¦ rysuj¡c¡ draw). Tablic¦ fix nale»y tak»e wykorzysta¢ do
narzucenia wi¦zów na globaln¡ macierz sztywno±ci.

� Pocz¡tek gªównego pliku z kodem programu powinien mie¢ nast¦puj¡c¡
posta¢. Poni»szy przykªad pokazuje te» sposób u»ycia biblioteki meslib w
celu narysowania rozwi¡zanego ukªadu.
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#define _CRT_SECURE_NO_WARNINGS

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include "meslib.h"

#include "winbgi2.h"

int MX = 1; // liczba elementow w poziomie

int MY = 1; // liczba elementow w pionie

int N = 2 * (MX + 1) * (MY + 1); // calkowita liczba stopni swobody

int main()

{

// deklaracja wskaznika i alokacja tablicy wiezow

int *fix;

fix = (int*) calloc(N, sizeof(int));

if (fix == NULL) {

perror("main (fix)");

exit(1);

}

// pozostale deklaracje i alokacje pamieci

// uzupelnienie globalnej macierzy sztywnosci oraz wektorow wiezow i sil

// modyfikacja ukladu r-n ze wzgledu na wiezy

// rozwiazanie ukladu za pomoca funkcji gauss

// rysowanie rozwiazania

graphics(700, 700);

scale(0, 0.5 * (MY - MX - 3), MX + 3, 0.5 * (MY + MX + 3));

title("X", "Y", "MES");

draw(d, f, fix);

wait();

// zwolnienie pamieci
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free(fix);

return 0;

}

Krótka dokumentacja biblioteki meslib

Biblioteka meslib zostaªa stworzona na potrzeby laboratorium, aby upro±ci¢
i przyspieszy¢ implementacj¦ metody elementów sko«czonych. Zawiera szereg
prostych i przydatnych funkcji oraz macierz sztywno±ci i macierz masow¡ poje-
dynczego elementu. Poni»ej krótko opiszemy poszczególne funkcje:

� int P(int id_x, int id_y, int dir) - funkcja, która zwraca globalny in-
deks stopnia swobody przy zaªo»eniu, »e id_x to jego indeks w kierunku x
(liczony od 0 na lewej kraw¦dzi), id_y to jego indeks w kierunku osi y (lic-
zony od 0 na dolnej powierzchni belki), a dir to 0 lub 1 zale»nie od tego czy
interesuje nas stopie« swobody w kierunku poziomym, czy pionowym.

� int Q(int id_x, int id_y) - funkcja zwracaj¡ca globalny indeks elementu
przy zaªo»eniu, »e jest to element o indeksie id_x w kierunku poziomym i o
indeksie id_y w kierunku pionowym.

� int DOF(int elid_x, int elid_y, int locdofid) - funkcja zwracaj¡ca
globalny indeks stopnia swobody przy zaªo»eniu, »e elid_x oznacza indeks
elementu w kierunku poziomym, elid_y indeks elementu w kierunku pio-
nowym, a locdofid to liczba od 0 do 7 oznaczaj¡ca lokalny indeks danego
stopnia swobody.
Lokalna indeksacja stopni swobody jest nast¦puj¡ca: w w¦¹le o indeksie 0
przesuni¦cia w kierunku poziomym i pionowym to odpowiednio 0-wy i 1-szy
stopie« swobody, w w¦¹le o indeksie 1 wyst¦puj¡ 2. i 3. stopie« swobody itd.

� Lokalna macierz sztywno±ci jest zde�niowana w dwuwymiarowej tablicy
K[8][8]. Przy skªadaniu macierzy sztywno±ci powinna by¢ w programie
przemno»ona przez czynnik Md zawieraj¡cy wpªyw moduªu Younga oraz
wspóªczynnika Poissona oraz przez grubo±¢ elementu.

� Lokalna macierz masowa jest zde�niowana w dwuwymiarowej tablicy M[8][8].
Przy skªadaniu globalnej macierzy masowej powinna by¢ w programie przem-
no»ona przez czynnik Mm zawieraj¡cy wpªyw g¦sto±ci materiaªu oraz dodatkowo
nale»y j¡ przemno»y¢ przez grubo±¢ elementu.

� void gauss(int n, double **M, double *f, double *x) - procedura
eliminacji Gaussa rozwi¡zuj¡ca ukªad równa« o macierzy zapisanej w dynam-
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icznie zaalokowanej dwuwymiarowej tablicy M o wymiarze n, i wektorze prawej
strony f. Wynik zostanie wpisany do miejsc w pami¦ci wskazywanych przez
wska¹nik *x.

� void gauss_psp(int tabsize, double **A_ext, double *b_ext,

double *x) - procedura eliminacji Gaussa z wyborem cz¦±ciowym ele-
mentu gªównego (ang. partial scaled pivoting). Metoda zmniejsza propagacj¦
bª¡dów numerycznych i pozwala odwraca¢ wi¦ksz¡ klas¦ macierzy.

� void draw(double *p, double *f, int *fix) - funkcja rysuj¡ca caªy
ukªad odksztaªconych elementów. * p to wska¹nik na tablic¦ przesuni¦¢
poszczególnych stopni swobody, * f to wska¹nik na tablic¦ siª w¦zªowych w
tych stopniach swobody a * fix to wska¹nik na tablice wi¦zów.
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