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METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

Pliki do wykorzystania w ponizszym ¢wiczeniu mozna pobraé za pomocg ponizszych
linkow:

Plik nagtéwkowy meslib.h
Plik Zzrédtowy meslib.cpp
Plik nagtéwkowy winbgi2.h
Plik Zrodtowy winbgi2.cpp

Wprowadzenie

Niniejsza instrukcja rozpoczynamy cykl laboratoriow, z ktérych kazde kolejne bedzie
rozwinieciem poprzedniego i wnioski z poprzedniego beda stanowily motywacje do
zastosowania kolejnych metod. Tym samym nalezy zadbaé o to, aby zadania z
kazdego laboratorium byly wykonywane do konica czy to na zajeciach, czy w domu.
Dzi§ zaznajomimy sie ze sformutowaniem metody elementéw skoriczonych dla jed-
nego elementu czworokatnego. Dla uproszczenia nie bedziemy stosowaé transfor-
macji geometrycznych wystepujacych w rzeczywistym sformutowaniu metody ele-
mentéw skoriczonych, wiec faktycznie bedziemy operowac¢ zawsze na jednostkowych
elementach kwadratowych.

Sformulowanie algebraiczne dla jednego elementu

Zagadnienie wytrzymatosci konstrukcji dla jednego elementu skonczonego ma
nastepujace sformulowanie algebraiczne: Elementowi skoficzonemu przypisana jest
tzw. macierz sztywnosci K reprezentujaca jego sztywnosé na poszczegolne rodzaje
odksztalcen (przesuniecia jego wierzchotkow), wektor przesunie¢ d, jakim ulegna
poszczegdlne wierzchotki elementu pod obciazeniem oraz wektor sit weztowych f
reprezentujacy odpowiednio przeliczone sity (badZ obciazenia ciagle) przytozone do

wezléw elementu.
Kd=f

Wektor przesunie¢ (ang. displacement) zawiera odpowiednio przesuniecia wzgledem
osi x oraz y kolejnych wezlow elementu (numeracja weztéw pokazana jest na Rys. 1).

Wektor sit weztowych f ma analogiczna postaé. Ponizej przedstawiona jest rowniez

macierz sztywnosci K.
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Rys. 1. Lokalna indeksacja w.z.6w elementu sko.czonego.

Macierz sztywnosci elementu K, dopoki nie zostana na uklad narzucone wiezy
unieruchamiajgce uktad w przestrzeni jako cialo sztywne, jest osobliwa. Aby
moéc obliczyé przemieszezenia weztéw elementu pod dziataniem okreslonych sit,
naktadamy najpierw wiezy. Zalézmy, ze w naszym przypadku beda to wiezy
zamurowania lewego brzegu elementu, tzn. zg = yo = x3 = y3 = 0. W postaci
macierzowej powyzsze cztery réwnania sa rownoznaczne z zastapieniem wierszy o
indeksach 0, 1, 6 i 7 jedynkami na gléwnej diagonali macierzy i przypisaniu zer na
tych indeksach w wektorze prawej strony. Po narzuceniu wiezéw macierz nie jest
juz osobliwa i mozna rozwigzaé uktad choéby procedura Gaussa.

Zadania

e Napisz program, w ktérym zaalokujesz pamie¢ na:

— globalna macierz sztywnosci Kg (uzupeliona macierz sztywnosci ele-
mentu K jest juz w bibliotece meslib),

— wektor przemieszczen weztowych d,

— wektor prawych stron f,

— wektor wiezéw fix do narzucenia warunkéw brzegowych.

Uzupelnij zaalokowane tablice.

Odbierz wszystkie stopnie swobody po lewej stronie elementu.

Jako wymuszenie przyloz site ciagnaca w doét prawy dolny wezet.

Rozwiaz zagadnienie metoda Gaussa i narysuj odksztatcony element.

Zmodyfikuj w programie obcigzenie: przyloz site skierowang pionowo w dét do

obu wezlow na prawej krawedzi. Rozwiaz zadanie.

Przyloz sily, ktore rozciagna element i rowiaz zadanie.

e Sprawdz wplyw wspotezynnika Poissona na rozwiagzanie.

e Sprawdz rézne modyfikacje programu, aby zaznajomié sie z zadawaniem ob-
ciazen i ruchami poszczegélnych stopni swobody.

e Zmien sposéb zamurowania na inny.

e Sprawdz, co sie stanie z rozwiazaniem, gdy w ogoble nie narzucisz warunkow
brzegowych lub nie w pelni odbierzesz sztywne stopnie swobody uktadu.

e Sprobuj stworzy¢ teraz belke sktadajaca sie z dwoch elementow skoriczonych.

Wskazowki implementacyjne

e Elementy w belce maja byé¢ indeksowane od 0 do MX x MY — 1, poczy-
najac od elementu w lewym dolnym rogu i indeksujac je po kolei w prawo.
Po dojsciu do konca belki, zaczynamy od lewego brzegu analogicznie indek-
sowaé kolejnymi liczbami elementy w pasie polozonym o jeden element wyzej
niz dopiero co indeksowany pas. W identyczny sposéb indeksowane sa wezly.
Takiego indeksowania wymaga uproszczenie implementacji (brak transformacji
geometrycznej macierzy sztywnosci) oraz prostota obecnej funkeji do rysowa-
nia catego uktadu.

e MX i MY oznaczaja odpowiednio liczbe elementéw w poziomie i w pionie w
prostokatnej belce. Musza to by¢ zmienne globalne.

e Funkcja do rysowania draw wymaga podania wskaznika int * do tablicy fix
o dtugosci rownej liczbie stopni swobody w siatce N = 2(MX + 1)(MY + 1).
Jedli na danej pozycji w tablicy stoi zero, przyjmujemy, ze ten stopieit swobody
ulega przemieszczeniom. Wpisanie na danym miejscu wartosci 1, oznacza, ze
stopient swobody o tym indeksie jest odebrany (tak uktad zostanie narysowany
przez procedure rysujaca draw). Tablice fix nalezy takze wykorzystaé do
narzucenia wiezé6w na globalna macierz sztywnosci.

e Poczatek gléwnego pliku z kodem programu powinien mieé¢ nastepujaca
posta¢. Ponizszy przyklad pokazuje tez sposéb uzycia biblioteki meslib w
celu narysowania rozwigzanego uktadu.
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#define _CRT_SECURE_NO_WARNINGS

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "meslib.h"
#include "winbgi2.h"

int MX = 1; // liczba elementow w poziomie
int MY = 1; // liczba elementow w pionie
int N =2 x (MX + 1) * (MY + 1); // calkowita liczba stopni swobody

int main()

{
// deklaracja wskaznika ¢ alokacja tablicy wiezow
int *fix;

fix = (int*) calloc(N, sizeof(int));
if (fix == NULL) {

perror ("main (fix)");

exit(1);
}

// pozostale deklaracje © alokacje pamiect

// uzupelnienie globalnej macierzy sztywnosci oraz wektorow wiezow % S
// modyfikacja ukladu T-n ze wzgledu na wiezy

// rozwiazanie ukladu za pomoca funkcji gauss

// rysowanie rozwiazania

graphics (700, 700) ;

scale(0, 0.5 * (MY - MX - 3), MX + 3, 0.5 * (MY + MX + 3));

title("X", "Y", "MES”);

draw(d, £, fix);

wait();

// zwolnienie pamiect

free(fix);

return O;

}

Krétka dokumentacja biblioteki meslib

Biblioteka meslib zostala stworzona na potrzeby laboratorium, aby uprosci¢
i przyspieszy¢ implementacje metody elementéow skoniczonych. Zawiera szereg
prostych i przydatnych funkcji oraz macierz sztywnos$ci i macierz masowa poje-
dynczego elementu. Ponizej krotko opiszemy poszcezegdlne funkcje:

e int P(int id_x, int id_y, int dir) - funkcja, ktéra zwraca globalny in-
deks stopnia swobody przy zalozeniu, ze id_x to jego indeks w kierunku x
(liczony od 0 na lewej krawedzi), id_y to jego indeks w kierunku osi y (lic-
zony od 0 na dolnej powierzchni belki), a dir to 0 lub 1 zaleznie od tego czy
interesuje nas stopien swobody w kierunku poziomym, czy pionowym.

e int Q(int id_x, int id_y) - funkcja zwracajaca globalny indeks elementu
przy zalozeniu, ze jest to element o indeksie id_x w kierunku poziomym i o
indeksie id_y w kierunku pionowym.

e int DOF(int elid_x, int elid_y, int locdofid) - funkcja zwracajaca
globalny indeks stopnia swobody przy zalozeniu, ze elid_x oznacza indeks
elementu w kierunku poziomym, elid_y indeks elementu w kierunku pio-
nowym, a locdofid to liczba od 0 do 7 oznaczajaca lokalny indeks danego
stopnia swobody.

Lokalna indeksacja stopni swobody jest nastepujaca: w wezle o indeksie 0
przesuniecia w kierunku poziomym i pionowym to odpowiednio 0-wy 1 1-szy
stopient swobody, w wezle o indeksie 1 wystepuja 2. i 3. stopien swobody itd.

e Lokalna macierz sztywnosci jest zdefiniowana w dwuwymiarowej tablicy
K[8][8]. Przy sktadaniu macierzy sztywnosci powinna byé w programie
przemnozona przez czynnik Md zawierajacy wplyw modulu Younga oraz
wspolczynnika Poissona oraz przez grubosé elementu.

e Lokalna macierz masowa jest zdefiniowana w dwuwymiarowej tablicy M[8] [8].
Przy sktadaniu globalnej macierzy masowej powinna byé w programie przem-
nozona przez czynnik Mm zawierajacy wplyw gestosci materiatu oraz dodatkowo
nalezy ja przemnozy¢ przez gruboéé elementu.

e void gauss(int n, double **M, double *f, double *x) - procedura
eliminacji Gaussa rozwigzujaca uklad réwnan o macierzy zapisanej w dynam-
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icznie zaalokowanej dwuwymiarowej tablicy M o wymiarze n, i wektorze prawej
strony f. Wynik zostanie wpisany do miejsc w pamieci wskazywanych przez
wskaznik *x.

e void gauss_psp(int tabsize, double **A_ext, double *b_ext,
double #*x) - procedura eliminacji Gaussa z wyborem czeSciowym ele-
mentu glownego (ang. partial scaled pivoting). Metoda zmniejsza propagacje
btadéw numerycznych i pozwala odwracaé¢ wieksza klase macierzy.

e void draw(double #*p, double *f, int *fix) - funkcja rysujaca caly
uktad odksztalconych elementéw. * p to wskaznik na tablice przesunieé
poszczegdlnych stopni swobody, * £ to wskaznik na tablice sit weztowych w
tych stopniach swobody a * fix to wskaznik na tablice wiezdw.
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