
Wprowadzenie

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy gauss.h
� Plik ¹ródªowy gauss.cpp

Rozwi¡zanie wielu problemów in»ynierskich wymaga rozwi¡zania nieliniowych
ukªadów równa« (w±ród których cho¢ jedno równanie jest równaniem nielin-
iowym). Dzisiejsze laboratorium b¦dzie po±wi¦cone metodzie Newtona-Raphsona
pozwalaj¡cej rozwi¡zywa¢ takie zagadnienia. W celu przypomnienia podsta-
wowych zagadnie« zaczniemy od problemu liniowego wypªywaj¡cego ze statyki
mechanizmu po uwolnieniu poszczególnych czªonów od wi¦zów. Umiej¦tno±¢
rozwi¡zania zagadnienia liniowego jest nieodzownym elementem implementacji
metody Newtona-Raphsona.

Problem liniowy

Rozwa»my mechanizm pokazany na rysunku i uwolnijmy ten ukªad od wi¦zów,
uwydatniaj¡c siªy w parach kinematycznych. Znana jest geometria ukªadu oraz
ci¦»ary poszczególnych czªonów wynosz¡ce GAB = 25, GBC = 16 oraz GCD = 53.
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Dla ukªadu o zadanej na rysunku geometrii oraz ci¦»arach czªonów podanych powy»ej
równania równowagi wygl¡daj¡ nast¦puj¡co:

RAx +RBx = 0
RAy +RBy = GAB

MA −4RBx +3RBy = +1.5GAB

−RBx +RCx = 0
−RBy +RCy = GBC

−3RCx +4RCy = GBC

−RCx +RDx = 0
−RCy +RDy = GCD

+7RDx +2RDy = −GCD

W postaci macierzowej ukªad równa« ma posta¢:




1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 −4 3 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −3 4 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 7 2







RAx

RAy

MA

RBx

RBy

RCx

RCy

RDx

RDy




=




0
25
37.5
0
16
32
0
53
53




Zadanie 1

Napisz program w C, który obliczy siªy i momenty przenoszone w parach kine-
matycznych. Do rozwi¡zania ukªadu równa« wykorzystaj metod¦ eliminacji
Gaussa, której implementacja jest dost¦pna w pliku gauss.cpp. (Uwaga: Funkcja
gauss(int N, double **A, double *x, double *b) przyjmuje podwójny
wska¹nik do macierzy - z tego wzgl¦du pami¦taj o zaalokowaniu dynamicznym
dwuwymiarowej tablicy - tablica statyczna miaªaby typ niezgodny z nagªówkiem
funkcji).

W celu zaoszcz¦dzenia czasu, skorzystaj z poni»szej funkcji inicjalizuj¡cej macierz

void init_matrix(int N, double **A) {

for (int i = 0; i < N; i++)

for (int j = 0; j < N; j++)
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A[i][j] = 0.;

A[0][0] = 1.; A[0][3] = 1.;

A[1][1] = 1.; A[1][4] = 1.;

A[2][2] = 1.; A[2][3] = -4.; A[2][4] = 3.;

A[3][3] = -1.; A[3][5] = 1.;

A[4][4] = -1.; A[4][6] = 1.;

A[5][5] = -3.; A[5][6] = 4.;

A[6][5] = -1.; A[6][7] = 1.;

A[7][6] = -1.; A[7][8] = 1.;

A[8][7] = 7.; A[8][8] = 2.;

}

Sprawd¹, czy otrzymujesz poprawne rozwi¡zanie wynosz¡ce:




RAx

RAy

MA

RBx

RBy

RCx

RCy

RDx

RDy




=




8.117647
39.088235
47.294118
−8.117647
−14.088235
−8.117647
1.911765
−8.117647
54.911765




Problem nieliniowy

Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona wynika z rozwini¦cia funkcji wielu zmiennych w szereg
Taylora, uci¦cia go po czªonie liniowym i zapostulowania, »e nieznany przyrost ar-
gumentów ma by¢ taki, aby funkcja miaªa w tym miejscu warto±¢ zero. Zapiszmy
takie rozwini¦cie dla funkcji F (x⃗), gdzie x⃗ = [x, y], a h⃗ = [hx, hy].

F (x⃗0 + h⃗) = F (x⃗0) +
∂F

∂x
hx +

∂F

∂y
hy + . . .
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W zapisie indeksowym napiszemy dla funkcji Fi (mo»e tych funkcji by¢ caªy wektor
dla i = 1, . . . , n)

Fi(x⃗0 + h⃗) = Fi(x⃗0) +
n∑

j=1

∂Fi

∂xj
hj + ...

Wiemy, »e z pochodnych ∂Fi

∂xj
mo»na utworzy¢ macierz Jacobiego. B¦dzie to

macierz kwadratowa, jako »e rozwi¡zujemy zagadnienie maj¡ce tyle samo równa«
co niewiadomych. Przyrównujemy rozwini¦cie do zera - pozwoli nam to wyznaczy¢
takie przesuni¦cie argumentów, »e gdyby liniowe rozwini¦cie funkcji wokóª danego
punktu byªo sªuszne, to w jednej iteracji otrzymywaliby±my dokªadne rozwi¡zanie
zadania. Otrzymujemy:

Fi(x⃗0 + h⃗) = Fi(x⃗0) +
n∑

j=1

∂Fi

∂xj
hj = 0

i tym samym
n∑

j=1

∂Fi

∂xj
hj = −Fi(x⃗0)

W postaci macierzowej:




∂F1

∂x1
· · · ∂F1

∂xn

...
. . .

...
∂Fn

∂x1
· · · ∂Fn

∂xn


 ·




h1

...
hn


 = −




F1

...
Fn




Proces iteracyjny dla metody Newtona-Raphsona ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

� Wybierz przybli»enie startowe x1.
� Przypisz k = 1.

� Wyznacz wektor h⃗k, rozwi¡zuj¡c ukªad równa«
∑n

j=1
∂Fi(x⃗

k)
∂xj

hk
j = −Fi(x⃗

k) ,

i = 1, . . . , n.
� Zaktualizuj przybli»enie rozwi¡zania: x⃗k+1 = x⃗k + h⃗k.
� Przypisz k = k + 1.
� Wró¢ do punktu 3. i powtarzaj a» do osi¡gni¦cia zbie»no±ci.

Uwaga: Metoda Newtona-Raphsona jest nie zawsze zbie»na.
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Zadanie 2

Zajmijmy si¦ teraz czworobokiem przegubowym pokazanym powy»ej i rozwa»my
zadanie o poªo»eniach (patrz: TMM I). Zadanie o poªo»eniach zawsze prowadzi do
ukªadu równa« nieliniowych. Do jego rozwi¡zania wykorzystamy metod¦ Newtona-
Raphsona. Ukªad rozwa»ymy we wspóªrz¦dnych naturalnych (nieznanymi wielko±ci-
ami b¦d¡ wspóªrz¦dne punktów (x0, x1) i (x2, x3), a równania wi¦zów b¦d¡ wynika¢
z odchylenia czªonu kieruj¡cego o k¡t α od poziomu oraz dªugo±ci dwóch pozostaªych
czªonów). Tym samym równania czªonów s¡ postaci:

x0 = 5 cosα

x1 = 5 sinα

(x2 − x0)
2 + (x3 − x1)

2 = 4

(3− x2)
2 + (x3 − 0)2 = 36
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Po rozwini¦ciu i zapisaniu caªego ukªadu w postaci funkcji wektorowej wektorowego
argumentu otrzymamy nast¦puj¡ce sformuªowanie naszego ukªadu równa«: F⃗ (x⃗) =
0⃗, gdzie

F⃗ (x⃗) =




x0 − 5 cosα
x1 − 5 sinα

x2
2 − 2x0x2 + x2

0 + x2
3 − 2x1x3 + x2

1 − 4
−6x2 + x2

2 + x2
3 − 27




Wyprowadziwszy powy»sze równania mo»emy analitycznie obliczy¢ macierz Jaco-
biego:

J =
∂F⃗

∂x⃗
=




1 0 0 0
0 1 0 0

−2x2 + 2x0 −2x3 + 2x1 −2x0 + 2x2 −2x1 + 2x3

0 0 −6 + 2x2 2x3




Zadania do wykonania

� Napisz program, który rozwi¡»e zadanie o poªo»eniach przy wykorzystaniu
metody Newtona-Raphsona. W tym celu stwórz nast¦puj¡ce funkcje:

� void Constraints(double *x, double *F);

� void JacobiMatrix(double **J, double *x);

� void NewtonRaphson(double *x);

� Zmody�kuj program tak, aby nie wymagaª analitycznego obliczenia macierzy
Jacobiego, ale mógª numerycznie obliczy¢ t¦ macierz. W tym celu stwórz
dodatkow¡ funkcj¦ void JacobiMatrixFD(double **J, double *x); przy-
bli»aj¡c¡ poprawn¡ macierz Jacobiego macierz¡ obliczon¡ z u»yciem metody
ró»nic sko«czonych (ang. �nite di�erence). Mo»na tego dokona¢ z u»yciem
algorytmu zapisanego w poni»szym pseudokodzie (metoda ró»nic sko«czonych
2-ego rz¦du):

� Wybierz maª¡ warto±¢, np. ϵ = 1e− 8, stwórz wektory x⃗′ i x⃗′′.
� Wykonaj p¦tl¦ po wszystkich czterech kolumnach:

* Przypisz do x⃗′ i x⃗′′ bie»¡c¡ warto±¢ x⃗.
* Zwi¦ksz (zaburz) i -t¡ skªadow¡ x⃗′ o ϵ, a t¦ sam¡ skªadow¡ x⃗′′ zmniejsz
o ϵ.

* Wyznacz wektory warto±ci funkcji F⃗ (x⃗′) oraz F⃗ (x⃗′′).

* Do i -tej kolumny macierzy J wpisz warto±ci F⃗ (x⃗′)−F⃗ (x⃗′′)
2ϵ .
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W ramach testów sprawd¹, czy macierz Jacobiego dla punktu startowego obliczona
metod¡ dokªadn¡ i numeryczn¡ ma te same warto±ci. Dla punktu startowego x⃗ =
[0, 5, 3, 6] macierz Jacobiego ma posta¢

J =




1 0 0 0
0 1 0 0
−6 −2 6 2
0 0 0 12



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