
Caªkowanie numeryczne ukªadów równa« ró»niczkowych

zwyczajnych

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy rk4.h
� Plik ¹ródªowy rk4.cpp

Wst¦p

Celem ¢wiczenia jest zastosowanie metody Eulera oraz metody Rugego-Kutty

4 rz¦du do numerycznego rozwi¡zania równa« ruchu dynamiki Newtona. Jako
przykªad takiego zagadnienia posªu»y nam wahadªo matematyczne.

Równania ruchu

Ruch wahadªa matematycznego najwygodniej jest opisa¢ w ukªadzie wspóªrz¦dnych
biegunowych zwi¡zanych z jego punktem zaczepienia. Otrzymamy wtedy równanie
ró»niczkowe wraz z warunkami pocz¡tkowymi:
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gdzie:

� α - k¡t wychylenia wahadªa z poªo»enia równowagi,
� g - przy±pieszenie ziemskie,
� l - dªugo±¢ wahadªa,
� m - masa kulki zaczepionej na ko«cu wahadªa,
� α0 - pocz¡tkowe wychylenie wahadªa,
� ω0 - pocz¡tkowa pr¦dko±¢ wahadªa.

Równanie to mo»emy sprowadzi¢ do ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych
pierwszego rz¦du za pomoc¡ podstawienia:
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Ukªad równa« ma teraz posta¢:
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ω(t0) = ω0

(*)

Rozwi¡zanie ukªadu równa« ró»niczkowych metod¡ Eulera

Mamy ukªad dwóch równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du:




dω

dt
= F1(α, ω, t)

dα

dt
= F2(α, ω, t)

Szukanymi funkcjami s¡ ω = ω(t) oraz α = α(t). Ukªad ten mo»na rozwi¡za¢ metod¡
Eulera. Jedna iteracja caªkowania z krokiem h b¦dzie miaªa posta¢:

{
ω(ti+1) = ω(ti) + h · F1(α(ti), ω(ti), ti)
α(ti+1) = α(ti) + h · F2(α(ti), ω(ti), ti)

(1)

�wiczenia

Dla wahadªa opisanego ukªadem równa« (*):

1. Napisz funkcj¦ o nagªówku:

void rhs_fun(double t, double *X, double *F);

która oblicza warto±ci prawych stron równa« ró»niczkowych. Argumenty funkcji to:

� t - zmienna niezale»na (czas),
� X - tablica zmiennych zale»nych (α i ω),
� F - tablica do której zapisane zostan¡ obliczone prawe strony równa«
ró»niczkowych.

2. Napisz funkcj¦:
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void veuler(double t, double *X, double h, int n,

void (* fun)(double, double *,double *), double *X1);

która wykonuje jeden krok caªkowania ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych
pierwszego rz¦du metod¡ Eulera. Argumenty funkcji to:

� t - zmienna niezale»na,
� X - tablica warto±ci zmiennych zale»nych w kroku t,
� h - krok caªkowania,
� n - rozmiar tablicy,
� fun - wska¹nik do funkcji obliczaj¡cej prawe strony równa«,
� X1 - tablica do której zapisane zostan¡ warto±ci zmiennych zale»nych w kroku
t + h.

2. Napisz program, który u»ywaj¡c metody Eulera wyznacza zale»no±ci k¡ta
wychylenia wahadªa α oraz pr¦dko±ci k¡towej ω od czasu dla t ∈ [0, . . . 10].

3. Narysuj wykres trajektorii ukªadu w przestrzeni fazowej (α− ω).

4. Powtórz obliczenia korzystaj¡c z metody Rungego-Kutty 4 rz¦du, która jest
zaimplementowana w bibliotece rk4.cpp. Odpowiednia funkcja nazywa si¦
vrk4 a jej nagªówek jest analogiczny do nagªówka funkcji veuler.

5. Wyznacz zale»no±¢ energii caªkowitej wahadªa od czasu E(t). Energia
caªkowita wahadªa wyra»a si¦ wzorem:

E =
ml2

2

(
dα

dt

)2

+mgl(1− cos(α))

Uwaga: Przy braku dyssypacji, energia mechaniczna powinna by¢ staªa.

6. Powtórz obliczenia dla ró»nych kroków czasowych.
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