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INSTRUKCJA 5

Calkowanie numeryczne uktadéw réwnan rézniczkowycl
zwyczajnych

Pliki do wykorzystania w ponizszym ¢wiczeniu mozna pobraé za pomocg ponizszych
linkow:

e Plik nagtéwkowy rk4.h
e Plik zrodlowy rkd.cpp

Wstep

Celem ¢wiczenia jest zastosowanie metody Eulera oraz metody Rugego-Kutty
4 rzedu do numerycznego rozwiazania réwnai ruchu dynamiki Newtona. Jako
przyklad takiego zagadnienia postuzy nam wahadlo matematyczne.

Rownania ruchu

Ruch wahadta matematycznego najwygodniej jest opisa¢ w uktadzie wspotrzednych
biegunowych zwigzanych z jego punktem zaczepienia. Otrzymamy wtedy réwnanie
rézniczkowe wraz z warunkami poczatkowymi:

d*a g .
7l sin(a)
O[(to) =
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E(to) = wo
gdzie:
e « - kat wychylenia wahadtla z potozenia réwnowagi,
e ¢ - przy$pieszenie ziemskie,
e | - dtugos$¢ wahadta,
e m - masa kulki zaczepionej na konicu wahadta,
¢ o - poczatkowe wychylenie wahadla,
¢ wo - poczatkowa predkos¢ wahadta.

Rownanie to mozemy sprowadzi¢ do uktadu réwnain rézniczkowych zwyczajnych

pierwszego rzedu za pomoca podstawienia:
da

= w

i

Uktad réwnan ma teraz postac:

Rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych metoda Eulera

Mamy uktad dwoéch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:
dw
gt
aa
dt

Szukanymi funkcjami sa w = w(t) oraz @ = a(t). Uklad ten mozna rozwigza¢ metoda
Eulera. Jedna iteracja catkowania z krokiem h bedzie miala postac:

w(ti+1) :w(ti)+}L~F1(a(ti),w(ti),ti) (1)
Ck(ti+1) = Oé(tz) + h - FQ(OA(ti),W(ti),ti)

= Fi(a,w,t)

= FQ(OK,(U,t)

Cwiczenia
Dla wahadla opisanego ukladem rownan (*):
1. Napisz funkcje o nagltowku:
void rhs_fun(double t, double *X, double *F);
ktora oblicza wartosci prawych stron rownan rézniczkowych. Argumenty funkeji to:
e t - zmienna niezalezna (czas),
e X - tablica zmiennych zaleznych (« i w),
e F - tablica do ktérej zapisane zostana obliczone prawe strony réwnan

rézniczkowych.

2. Napisz funkcje:
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void veuler(double t, double *X, double h, int n,

void (* fun) (double, double *,double *), double *X1);

ktéra wykonuje jeden krok catkowania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu metodg Eulera. Argumenty funkcji to:

t - zmienna niezalezna,

X - tablica wartoSci zmiennych zaleznych w kroku t,

h - krok catkowania,

n - rozmiar tablicy,

fun - wskaznik do funkcji obliczajacej prawe strony réwnar,

X1 - tablica do ktoérej zapisane zostang wartosdci zmiennych zaleznych w kroku
t + h.

. Napisz program, ktoéry uzywajac metody Eulera wyznacza zaleznosci kata

wychylenia wahadla « oraz predkosci katowej w od czasu dla t € [0,. .. 10].
Narysuj wykres trajektorii uktadu w przestrzeni fazowej (o — w).

Powtorz obliczenia korzystajac z metody Rungego-Kutty 4 rzedu, ktéra jest
zaimplementowana w bibliotece rk4.cpp. Odpowiednia funkcja nazywa sie
vrk4 a jej naglowek jest analogiczny do nagtéwka funkceji veuler.

. Wyznacz zaleznos¢ energii catkowitej wahadla od czasu E(t). Energia

calkowita wahadla wyraza sie wzorem:

2

mi? (C$>2+mgl(1 — cos(a))

Uwaga: Przy braku dyssypacji, energia mechaniczna powinna by¢ stala.

Powtorz obliczenia dla réznych krokéw czasowych.
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