
Caªkowanie numeryczne równa« ró»niczkowych

zwyczajnych

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy rk4.h
� Plik ¹ródªowy rk4.cpp

1. Wst¦p

Celem dzisiejszych zaj¦¢ jest zapoznanie si¦ z podstawowymi metodami caªkowania
numerycznego równa« ró»niczkowych zwyczajnych pierwszego rz¦du. Cz¦±¢ pro-
cesów �zycznych, które obserwujemy w otaczaj¡cym nas ±wiecie mo»e by¢ mod-
elowana za pomoc¡ wªa±nie równa« ró»niczkowych. Wi¦kszo±ci z nich nie da si¦
rozwi¡za¢ w sposób analityczny (tj. poda¢ rozwi¡zania w postaci jawnej). W
szczególno±ci, najwi¦ksze problemy sprawiaj¡ równania zawieraj¡ce czªony nielin-
iowe. �wiat, w którym »yjemy, jest silnie nieliniowy i wi¦kszo±¢ problemów, które
przyjdzie nam rozwi¡zywa¢, nie b¦dzie posiada¢ rozwi¡zania w formie analitycznej.

Jako pierwsz¡ poznamy metod¦ pierwszego rz¦du zwan¡ (od nazwiska twórcy)
jawn¡ metod¡ Eulera. Jest ona jednocze±nie najprostsz¡ i bardzo niestabiln¡
metod¡. Drug¡ metod¡, któr¡ zastosujemy na dzisiejszych zaj¦ciach, b¦dzie metoda
Rungego-Kutty 4-go rz¦du. Jest to metoda jawna, która charakteryzuje si¦
stosunkowo wysokim rz¦dem, ªatwo±ci¡ implementacji oraz relatywnie wysok¡
stabilno±ci¡.

Obie metody wykorzystamy do rozwi¡zania zagadnienia pocz¡tkowego w postaci:
{

dy
dt = f(t, y)
y(t0) = y0

2. Metoda Eulera

W celu rozwi¡zania zastosujmy nast¦puj¡cy schemat iteracyjny:

ti+1 = ti + h

yi+1 = yi + h · f(ti, yi)
Gdzie:

1

� h � krok caªkowania,
� yi+1 � rozwi¡zanie,
� yi � rozwi¡zanie w kroku poprzednim,
� f - funkcja obliczaj¡ca praw¡ stron¦ równania ró»niczkowego.

3. Metoda Rungego-Kutty 4-ego rz¦du

Schemat iteracyjny ma posta¢:

yi+1 = yi +
h
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gdzie:
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K4 = f (xi + h, yi + hK3)

Metoda ta jest ju» zaimplementowana w pliku rk4.cpp. Nagªówek funkcji, która
wykonuje jeden krok caªkowania równania ró»niczkowego ma posta¢:

double rk4(double x0, double y0, double h, double (*fun)(double, double))

gdzie:

� x0 � warto±¢ pocz¡tkowa zmiennej niezale»nej,
� y0 � warto±¢ pocz¡tkowa zmiennej zale»nej,
� h � krok caªkowania,
� fun � adres funkcji obliczaj¡cej prawe strony równania.

4. �wiczenia

Dane jest zagadnienie pocz¡tkowe w postaci:
{

dy
dt = λ · y(t)
y(t0) = y0
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Jego rozwi¡zanie dokªadne to:

y(t) = y0 · eλ(t−t0)

1. Napisz program, który rozwi¡»e dane zagadnienie pocz¡tkowe z wykorzys-
taniem schematu Eulera.

2. Wykorzystaj schemat RK4 zaimplementowany w pliku rk4.cpp i ponownie
rozwi¡» zagadnienie.

3. Dla obu przypadków wy±wietl na monitorze kolejne warto±ci ti, yi oraz

wzgl¦dne warto±ci bª¦dów: εi =
|yi−yanalityczne

i |
|yanalityczne

i | .

4. Zmody�kuj program tak aby wykonywaª obliczenia jedn¡ i druga metod¡ dla
zadanego tk i liczby kroków: N = 20, 21, . . . , 26.
Wydrukuj do pliku: liczb¦ kroków N , dªugo±¢ kroku h, bª¡d metody Eulera i
bª¡d metody RK4 dla ostatniego kroku czasowego.

5. Sporz¡d¹ wykresy bª¦dów obu metod w funkcji kroku h i oszacuj ich rz¦dy
zbie»no±ci.
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