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Calkowanie numeryczne

Pliki do wykorzystania w ponizszym ¢wiczeniu mozna pobraé za pomocg ponizszych
linkow:

e Plik nagléwkowy kwad.h
e Plik Zzréodlowy kwad.cpp

1. Wstep

Caltkowanie numeryczne jest jednym z podstawowych algorytmoéw uzywanych w
obliczeniach inzynierskich. Caltkowanie numeryczne zawsze dotyczy obliczania catki
oznaczonej (jedno badz wielowymiarowej). Nigdy natomiast nie dotyczy obliczania

calki nieoznaczonej. Wynikiem jego dzialania jest warto$¢ catki, a w zadnym razie
wzoér funkcji pierwotne;j.

2. Algorytmy catkujace

Wisréd podstawowych algorytméw, jakimi bedziemy sie zajmowaé sa:

¢ metoda trapezéw,
e metoda Simpsona oraz
o kwadratury Gaussa-Legendre’a.

Cwiczenia
1. Napisz program, ktory metoda trapezdéw obliczy catke oznaczona:
b
I= / f(z)dz.
a
Algorytm catkowania metoda trapezow jest zaimplementowany. Znajdziesz go
w funkcji trapez w pliku kwad.cpp. Nagtowek funkcji trapez ma nastepujaca

postac:

double trapez(double a, double b, double (*#fun)(double x), int n)

Argumenty a, b i n to odpowiednio dolna i gérna granica catkowania oraz liczba
punktoéw, ktore dzielg przedzial calkowania. Trzeci argument to wskaznik do funkeji.
Dzieki niemu procedura trapez jest w stanie obliczy¢ catke z dowolnej funkcji.
Nazwa funkcji, ktora jest jednoczesnie jej adresem, informuje gdzie mozna znalezé
instrukcje obliczajace wartoéci funkcji podcatkowej. Poprawne wywolanie to np.
trapez(a, b, sin, n); lubtrapez(1, 5, sqrt, 100);. Mozesz tez uzyé tej pro-
cedury do obliczenia calki z funkcji, ktéra wezesniej zadeklarowales i zdefiniowales,
np. trapez(a, b, MojaFunkcja, 50);, gdzie definicja funkcji MojaFunkcja ma
postac:

double MojaFunkcja(double x) {
return x * x + sin(x);

3

Zwroé uwage, ze funkcja musi mieé¢ jeden argument typu double i musi zwracaé
wartos$¢ typu double.
Aby zrealizowa¢ zadanie z punktu 1, wykonaj nastepujace czynnosci:

e Napisz funkcje, ktéra oblicza wartosci f(x) oraz funkcje, ktéra oblicza catke
w sposob analityczny (catke oblicz na papierze). Umiesé ich prototypy przed
funkcja gtowng oraz zalacz plik nagtowkowy kwad.h z funkcjami catkujacymi.

e Za pomoca klawiatury podaj wartosci a, b oraz n.

e Oblicz wartosé¢ calki numerycznej cn oraz wartos$¢ calki analitycznej ca przez
wywolanie odpowiednich funkcji.

e Oblicz blad |en — cal.

e Zapisz do pliku krok catkowania oraz wartosé catki obliczonej analitycznie oraz
numerycznie.

2. Przetestuj ten program dla dwoéch funkcji:

oraz

dlaa=1,b=5o0raza=0.1ib=>5.

3. Rozszerz program tak, aby zapisywal do pliku kolejne wiersze odpowiadajace
wartoSciom n = 2,4,8,...,2™. Liczbe m wczytaj z klawiatury.
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4. Wynik przedstaw graficznie, korzystajac z arkusza kalkulacyjnego.

5. Rozszerz program tak, aby dodatkowo uzywal metody Simpsona. Jest ona za-
implementowana w funkcji o nagtéwku double simpson(double a, double
b, double(*fun) (double x), int n).

6. Otrzymane wyniki przedstaw graficznie.

Wskazowki odnos$nie wskaznikéw do funkcji

Przeanalizuj ponizszy kod ilustrujacy uzycie wskaznikow do funkcji. Jakie wartosci
przyjmujg zmienne y1 i y27

// funkcja: y = 2 * x
double funl(double x) {
return 2 * x;

}

// funkcja: y = -z
double fun2(double x) {
return -Xx;

}

// funkcja zwaraca y° 2

double kwadrat(double xx, double (*pf)(double)) {
return pf(xx) * pf(xx);

}

void main() {
double yl1 = kwadrat(2., funl);
double y2 = kwadrat(2., fun2);
}

3. Dla dociekliwych

Metody trapezéw i Simpsona to do$é elementarne procedury. W programach
obliczeniowych, ktére wymagaja wykonywania wielokrotnych calkowan (czesto
wiele milionéw razy - o takich metodach, np. metodzie elementéw skoriczonych
stosowanej chociazby w wytrzymatosci konstrukeji - bedziesz sie uczyé na wyzszych

latach) trzeba uzywaé¢ procedur bardziej wydajnych obliczeniowo. Jedna klase
takich metod, ktére osiagaja duza dokladnoéé przy niewielkiej liczbie punktow,
w ktorych obliczana jest funkcja podcatkowa (o tych punktach moéowimy wezly
kwadratury) stanowia kwadratury Gaussa.

Kwadratura Gaussa-Legendre’a jest w zdefiniowana dla nastepujacej catki oznac-
zone]j (zawsze w przedziale © = [—1,1]).

I= /11 F()dz

Taka caltke w sposéb przyblizony oblicza sie zgodnie z nastepujacym wzorem:

/ S = Y i (@)
- =1

Wielkosci w; to kolejne wagi kwadratury, z; to wezly kwadratury, a n oznacza liczbe
weztow, w ktorych bedzie obliczana wartosé funkeji podcatkowe;.

Aby obliczy¢ catke ta kwadratura, trzeba znaé poltozenia weztéw i wartosci wag.
Wielkosci te mozna obliczy¢ lub skorzystaé z tablic zawierajacych obliczone wartosci
w; i m; dla réznych wartosci n (przyktadowo, mozna je znalezé w Internecie').
Polozenia wezlow i wartoéci wag dla n = 5 sa podane w ponizszej tabeli:

T wj

-0.9061798459386639927976269  0.2369268850561890875142640
-0.5384693101056830910363144  0.4786286704993664680412915

0.0 0.568888888838883883888888889
0.5384693101056830910363144  0.4786286704993664680412915
0.9061798459386639927976269  0.2369268850561890875142640

Cwiczenie

e Zaimplementuj w dowolny sposéb metode calkowania za pomoca kwadratury
Gaussa. Zwr6¢ uwage, ze kwadratura ta jest zdefiniowana dla calki w
przedziale [—1,1]. Musisz najpierw przeksztalci¢ wzor tak aby mozna byto
obliczy¢ catke w przedziale [a,b] (skorzystaj z zamiany zmiennych).

IWystarczy do przegladarki wpisa¢ hasto ,Legendre Gauss nodes and weights”. Mozna je takze
znalez¢ choéby pod adresem
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e Poréwnaj otrzymana warto$¢ z poprzednimi metodami. Ilu podzialéw w
metodzie trapezdéw lub Simpsona musisz uzyé, aby osiagna¢ dokladnosé
catkowania osiagana przez kwadrature Gaussa oparta na pieciu weztach?
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