
Caªkowanie numeryczne

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy kwad.h
� Plik ¹ródªowy kwad.cpp

1. Wst¦p

Caªkowanie numeryczne jest jednym z podstawowych algorytmów u»ywanych w
obliczeniach in»ynierskich. Caªkowanie numeryczne zawsze dotyczy obliczania caªki
oznaczonej (jedno b¡d¹ wielowymiarowej). Nigdy natomiast nie dotyczy obliczania
caªki nieoznaczonej. Wynikiem jego dziaªania jest warto±¢ caªki, a w »adnym razie
wzór funkcji pierwotnej.

2. Algorytmy caªkuj¡ce

W±ród podstawowych algorytmów, jakimi b¦dziemy si¦ zajmowa¢ s¡:

� metoda trapezów,
� metoda Simpsona oraz
� kwadratury Gaussa-Legendre'a.

�wiczenia

1. Napisz program, który metod¡ trapezów obliczy caªk¦ oznaczon¡:

I =

∫ b

a

f(x)dx.

Algorytm caªkowania metod¡ trapezów jest zaimplementowany. Znajdziesz go
w funkcji trapez w pliku kwad.cpp. Nagªówek funkcji trapez ma nast¦puj¡c¡
posta¢:

double trapez(double a, double b, double (*fun)(double x), int n)
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Argumenty a, b i n to odpowiednio dolna i górna granica caªkowania oraz liczba
punktów, które dziel¡ przedziaª caªkowania. Trzeci argument to wska¹nik do funkcji.
Dzi¦ki niemu procedura trapez jest w stanie obliczy¢ caªk¦ z dowolnej funkcji.
Nazwa funkcji, która jest jednocze±nie jej adresem, informuje gdzie mo»na znale¹¢
instrukcje obliczaj¡ce warto±ci funkcji podcaªkowej. Poprawne wywoªanie to np.
trapez(a, b, sin, n); lub trapez(1, 5, sqrt, 100);. Mo»esz te» u»y¢ tej pro-
cedury do obliczenia caªki z funkcji, któr¡ wcze±niej zadeklarowaªe± i zde�niowaªe±,
np. trapez(a, b, MojaFunkcja, 50);, gdzie de�nicja funkcji MojaFunkcja ma
posta¢:

double MojaFunkcja(double x) {

return x * x + sin(x);

}

Zwró¢ uwag¦, »e funkcja musi mie¢ jeden argument typu double i musi zwraca¢
warto±¢ typu double.
Aby zrealizowa¢ zadanie z punktu 1, wykonaj nast¦puj¡ce czynno±ci:

� Napisz funkcj¦, która oblicza warto±ci f(x) oraz funkcj¦, która oblicza caªk¦
w sposób analityczny (caªk¦ oblicz na papierze). Umie±¢ ich prototypy przed
funkcj¡ gªówn¡ oraz zaª¡cz plik nagªówkowy kwad.h z funkcjami caªkuj¡cymi.

� Za pomoc¡ klawiatury podaj warto±ci a, b oraz n.
� Oblicz warto±¢ caªki numerycznej cn oraz warto±¢ caªki analitycznej ca przez
wywoªanie odpowiednich funkcji.

� Oblicz bª¡d |cn− ca|.
� Zapisz do pliku krok caªkowania oraz warto±¢ caªki obliczonej analitycznie oraz
numerycznie.

2. Przetestuj ten program dla dwóch funkcji:

f(x) =
1

x2

oraz

f(x) =
1

x

dla a = 1, b = 5 oraz a = 0.1 i b = 5.

3. Rozszerz program tak, aby zapisywaª do pliku kolejne wiersze odpowiadaj¡ce
warto±ciom n = 2, 4, 8, . . . , 2m. Liczb¦ m wczytaj z klawiatury.
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4. Wynik przedstaw gra�cznie, korzystaj¡c z arkusza kalkulacyjnego.

5. Rozszerz program tak, aby dodatkowo u»ywaª metody Simpsona. Jest ona za-
implementowana w funkcji o nagªówku double simpson(double a, double

b, double(*fun)(double x), int n).

6. Otrzymane wyniki przedstaw gra�cznie.

Wskazówki odno±nie wska¹ników do funkcji

Przeanalizuj poni»szy kod ilustruj¡cy u»ycie wska¹ników do funkcji. Jakie warto±ci
przyjmuj¡ zmienne y1 i y2?

// funkcja: y = 2 * x

double fun1(double x) {

return 2 * x;

}

// funkcja: y = -x

double fun2(double x) {

return -x;

}

// funkcja zwaraca y�2

double kwadrat(double xx, double (*pf)(double)) {

return pf(xx) * pf(xx);

}

void main() {

double y1 = kwadrat(2., fun1);

double y2 = kwadrat(2., fun2);

}

3. Dla dociekliwych

Metody trapezów i Simpsona to do±¢ elementarne procedury. W programach
obliczeniowych, które wymagaj¡ wykonywania wielokrotnych caªkowa« (cz¦sto
wiele milionów razy - o takich metodach, np. metodzie elementów sko«czonych
stosowanej chocia»by w wytrzymaªo±ci konstrukcji - b¦dziesz si¦ uczy¢ na wy»szych
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latach) trzeba u»ywa¢ procedur bardziej wydajnych obliczeniowo. Jedn¡ klas¦
takich metod, które osi¡gaj¡ du»¡ dokªadno±¢ przy niewielkiej liczbie punktów,
w których obliczana jest funkcja podcaªkowa (o tych punktach mówimy w¦zªy
kwadratury) stanowi¡ kwadratury Gaussa.

Kwadratura Gaussa-Legendre'a jest w zde�niowana dla nast¦puj¡cej caªki oznac-
zonej (zawsze w przedziale x = [−1, 1]).

I =

∫ 1

−1

f(x)dx

Tak¡ caªk¦ w sposób przybli»ony oblicza si¦ zgodnie z nast¦puj¡cym wzorem:

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

i=1

wif(xi)

Wielko±ci wi to kolejne wagi kwadratury, xi to w¦zªy kwadratury, a n oznacza liczb¦
w¦zªów, w których b¦dzie obliczana warto±¢ funkcji podcaªkowej.
Aby obliczy¢ caªk¦ t¡ kwadratur¡, trzeba zna¢ poªo»enia w¦zªów i warto±ci wag.
Wielko±ci te mo»na obliczy¢ lub skorzysta¢ z tablic zawieraj¡cych obliczone warto±ci
wi i ni dla ró»nych warto±ci n (przykªadowo, mo»na je znale¹¢ w Internecie1).
Poªo»enia w¦zªów i warto±ci wag dla n = 5 s¡ podane w poni»szej tabeli:

xi wi

-0.9061798459386639927976269 0.2369268850561890875142640
-0.5384693101056830910363144 0.4786286704993664680412915

0.0 0.5688888888888888888888889
0.5384693101056830910363144 0.4786286704993664680412915
0.9061798459386639927976269 0.2369268850561890875142640

�wiczenie

� Zaimplementuj w dowolny sposób metod¦ caªkowania za pomoc¡ kwadratury
Gaussa. Zwró¢ uwag¦, »e kwadratura ta jest zde�niowana dla caªki w
przedziale [−1, 1]. Musisz najpierw przeksztaªci¢ wzór tak aby mo»na byªo
obliczy¢ caªk¦ w przedziale [a, b] (skorzystaj z zamiany zmiennych).

1Wystarczy do przegl¡darki wpisa¢ hasªo �Legendre Gauss nodes and weights�. Mo»na je tak»e

znale¹¢ cho¢by pod adresem
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� Porównaj otrzyman¡ warto±¢ z poprzednimi metodami. Ilu podziaªów w
metodzie trapezów lub Simpsona musisz u»y¢, aby osi¡gn¡¢ dokªadno±¢
caªkowania osi¡gan¡ przez kwadratur¦ Gaussa opart¡ na pi¦ciu w¦zªach?
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