
Interpolacja

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy inter.h
� Plik ¹ródªowy inter.cpp

1. Interpolacja w praktyce in»ynierskiej

Dzi± b¦dziemy si¦ zajmowa¢ zagadnieniem interpolacji. Zaªó»my, »e w pewnym
urz¡dzeniu technicznym ze zbiornika, który mo»e by¢ umieszczony na ró»nej
wysoko±ci, rur¡ wypªywa woda a» do jego opró»nienia. Wykonali±my eksperyment,
umieszczaj¡c rzeczony zbiornik na kilku ró»nych wysoko±ciach (np. 2, 3 i 4 m)
i dla ka»dej z tych wysoko±ci dokonali±my pomiaru czasu, po jakim nast¦puje
opró»nienie zbiornika. W procesie projektowania (mo»e optymalizacji?) zale»y nam
zwykle na tym, aby umie¢ przewidzie¢ czas opró»niania dla dowolnej wysoko±ci
umieszczenia zbiornika. Wysoko±¢ ta zawiera si¦ mi¦dzy ustalonymi warto±ciami
skrajnymi, a wi¦c np. na wysoko±ci wynosz¡cej 3.27 m. Musimy wi¦c przez nasze
dane pomiarowe umie¢ przeprowadzi¢ krzyw¡, która wiarygodnie przybli»y tak¡
zale»no±¢. Mówimy wtedy o interpolacji, czyli interpolowaniu zbioru dyskretnych
(punktowych) danych w ci¡gª¡ zale»no±¢ okre±lon¡ dla ka»dego argumentu le»¡cego
mi¦dzy skrajnymi punktami, na których opieramy interpolacj¦.

Meritum

Interpolacja to zagadnienie przeprowadzenia krzywej (pewnej zale»no±ci) przez
wszystkie punkty ze zbioru danych tak, aby otrzyma¢ przebieg domniemanej
zale»no±ci mi¦dzy punktami pomiarowymi. Liczba stopni swobody dopasowanej
krzywej musi by¢ równa liczbie punktów w zbiorze danych (liczba równa« musi by¢
równa liczbie niewiadomych).
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2. Interpolacja wielomianowa

W tym momencie przejdziemy do zagadnienia interpolacji wielomianowej La-
grange'a. Funkcja interpoluj¡ca to wielomian postaci:

w(x) =
n∑

i=0

yi

n∏

j=0∧j ̸=i

x− xj

xi − xj

gdzie (xi, yi) to punkt pomiarowy.

�wiczenia

1. Napisz program, który wygeneruje zestaw n punktów (b¦d¡cych punktami
eksperymentalnymi) o wspóªrz¦dnych:

(
xi, exp(−x2

i )
)

gdzie
xi = a+ i · h

h =
b− a

n− 1

i = 0, . . . n− 1

za± a = −2.0 i b = 2.0.
Przypomnienie: u»ycie funkcji malloc do alokacji pami¦ci:

double *x;

x = (double *) malloc(n * sizeof(double));

if (x == NULL) {

fprintf(stderr, "malloc: can not allocate x.\n");

exit(1);

}

/* operacje z wykorzystaniem tablicy x */

free(x);

2. Oblicz warto±¢ wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a w punktach rozmieszc-
zonych czterokrotnie g¦±ciej, tzn. o wspóªrz¦dnych:

ti = a+ i · h
4
, i = 0, . . . 4n− 4.
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Warto±¢ funkcji w dowolnie wybranym punkcie ti oblicz, korzystaj¡c z funkcji
lagrange(double *x, double *y, int n, double xx).
Parametry funkcji oznaczaj¡:

� x, y - wska¹niki do n-elementowych tablic zawieraj¡cych wspóªrz¦dne punktów
interpolowanych,

� n - dªugo±¢ wektora (liczba jego elementów),
� xx - bie»¡ca warto±¢ argumentu (zmienna rzeczywista), dla którego obliczamy
warto±¢ wielomianu Lagrange'a. Przykªad najprostszego u»ycia funkcji
lagrange pokazany jest poni»ej:

int main() {

double x[3] = {0, 1, 2};

double y[3] = {0, 1, 4};

double f, t = 1.5

/* Wyznacz wartosc paraboli dla t = 1.5 */

f = lagrange(x, y, 3, t);

}

3. Wydrukuj uzyskane wyniki (dla ka»dego ti) na ekran.
4. Wy±wietl je gra�cznie, korzystaj¡c z funkcji scale(double x0, double y0,

double x1, double y1) zaimplementowanej w bibliotece gra�cznej. Kod
poni»ej pokazuje prosty przykªad wy±wietlenia wykresu funkcji sinus.

int main() {

double pi = 4. * atan(1.);

graphics(600, 400);

scale(0, -1.2, 7, 1.2); // xmin = 0, ymin = -1.2, x_max = 7, ymax = 1.2

double x = 0;

while(x < 2 * pi) {

point(x, sin(x));

x += 0.01;

}

wait();

}

5. Obejrzyj wyniki na wykresie dla ró»nych warto±ci parametru n.
6. Zapisz wyniki do pliku.
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7. Dla wybranego n stwórz w arkuszu kalkulacyjnym wykres bª¦du interpolacji.
8. Powtórz wyniki dla innej funkcji interpolowanej. Przyjrzyj si¦ dokªadnie

wynikom otrzymanym dla funkcji |x|. Dlaczego tak wygl¡daj¡?

3. Dla ambitnych

Sprawd¹my czy mo»na co± zrobi¢, aby poprawi¢ zachowanie i stabilno±¢ interpolacji
wielomianowej. Posªu»ymy si¦ w tym celu dalej funkcj¡ |x| jako jedn¡ z bardziej
wymagaj¡cych.

W¦zªy Czebyszewa

Spróbujmy oprze¢ nasz¡ interpolacj¦ na punktach, których odci¦te b¦d¡ dobrane
w odpowiedni sposób. Do tej pory punkty byªy rozªo»one równomiernie. Teraz
rozªó»my je w taki sposób, aby byªy g¦±ciej rozªo»one przy brzegach obszaru i rzadziej
w ±rodku. Mo»na tego dokona¢ nast¦puj¡co. Chcemy rozªo»y¢ punkty w przedziale
x = [−1, 1]. Wykre±lmy zatem póªokr¡g o ±rodku w poªowie tego przedziaªu i promie-
niu równym poªowie dªugo±ci przedziaªu (czyli u nas póªokr¡g o ±rodku w x = 0 i
promieniu R = 1). Podzielmy ªuk równomiernie (mierz¡c wzdªu» ªuku) na n − 1
fragmentów. Teraz dokonajmy rzutowania punktów podziaªu na o± x. Tak wygen-
erowane w¦zªy maj¡ wi¦c wspóªrz¦dne (wyprowad¹ w domu ten wzór) na osi x dane
wzorem:

xi = − cos

(
i · π
n− 1

)
, i = 0, . . . n− 1

Dla ogólnego przypadku przedziaªu x = [a, b] wzór wygl¡daªby tak:

xi = −b− a

2
cos

(
i · π
n− 1

)
+

a+ b

2
, i = 0, . . . n− 1
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�wiczenie

Zmody�kuj swój program tak, aby pocz¡tkowy zestaw punktów generowany byª dla
wspóªrz¦dnych zde�niowanych w powy»szy sposób. Sprawd¹ dziaªanie interpolacji
funkcji |x| z u»yciem w¦zªów Czebyszewa. Czy wyniki s¡ inne?
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