
Figure 1: Rys.1. Trójk¡t Sierpi«skiego.

Na dzisiejszych zaj¦ciach b¦dziemy zajmowa¢ si¦ fraktalami. Fraktale to zbiory
matematyczne charakteryzuj¡ce si¦ tzw. samopodobie«stwem � w ka»dym powi¦k-
szeniu wygl¡daj¡ identycznie1.

Trójk¡t Sierpi«skiego

Idea trójk¡ta Sierpi«skiego polega na tym, »e ka»dy trójk¡t zawiera w sobie trzy
takie same trójk¡ty o dwukrotnie krótszych bokach (patrz Rys. 1).

Trójk¡t Sierpi«skiego mo»na stworzy¢ na ró»ne sposoby. My wykorzystamy
rekurencj¦.

1Z tego powodu wydaj¡ si¦ bardzo skomplikowane. Okazuje si¦ jednak, »e fraktale stanowi¡

caªkiem niezªy sposób opisu przyrody � wystarczy spojrze¢ na kawaªek wybrze»a Wielkiej Brytanii

albo na gaª¡¹ choinki, »eby stwierdzi¢, »e przypominaj¡ caªo±¢, tylko w pomniejszeniu.

1

Rekurencyjne wywoªywanie funkcji

Rekurencyjne wywoªywanie funkcji polega na tym, »e dana funkcja wywoªuje sam¡
siebie. Jak ªatwo si¦ domy±li¢, takie wywoªywanie trwaªoby w niesko«czono±¢. Aby
tego unikn¡¢, nakªada si¦ warunek na wywoªanie funkcji.

Caªy mechanizm, ilustruje to poni»szy przykªad:

void recursiveDraw(double x, double y, double R) {

circle(x, y, R);

if(x < 500) {

recursiveDraw(x + 5, y + 5, 0.88 * R);

}

}

Funkcja recursiveDraw rysuje okr¡g o zadanych parametrach oraz wywoªuje sam¡
siebie z innymi warto±ciami argumentów, dopóki warto±¢ x nie przekroczy 500.

W wypadku trójk¡ta Sierpi«skiego, napiszemy funkcj¦, która generuje fraktal do
pewnej �gª¦boko±ci' '. Gª¦boko±¢ 1 oznacza pojedynczy trójk¡t, 2 � trzy trójk¡ty, 3
� dziewi¦¢, itd. Funkcj¦ tak¡ mo»na napisa¢ zauwa»aj¡c, »e trójk¡t o gª¦boko±ci n
skªada si¦ z trzech trójk¡tów o gª¦boko±ci n− 1.

�wiczenia

Napisz funkcj¦ sierpinski(x, y, d, n), która:

1. Dla n = 1 rysuje trójk¡t równoboczny o wysoko±ci d oraz lewym dolnym
wierzchoªku w punkcie (x, y)

2. Dla n > 1 wywoªuje trzy razy funkcj¦ sierpinski() z:

� odpowiednio zmienionymi wspóªrz¦dnymi (x, y),
� dwa razy zmniejszonym d,
� gª¦boko±ci¡ n− 1.

3. Na pocz¡tku funkcji umie±¢ instrukcj¦ animate() w celu spowolnienia rysowa-
nia i zobacz w jakiej kolejno±ci powstaj¡ kolejne trójk¡ty.
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Zbiór Julii, zbiór Mandelbrota

Wyobra¹my sobie ci¡g liczb zespolonych takich, »e ka»dy wyraz zale»y od poprzed-
niego zgodnie ze wzorem: zn+1 = z2n+c. Taki ci¡g ma nietypowe wªasno±ci. Mi¦dzy
innymi, jego rozbie»no±¢ zale»y w bardzo zªo»ony sposób od wyrazu pocz¡tkowego
z0 i staªej c. Zbiór takich z0, dla których ci¡g ten nie jest rozbie»ny nazwany zostaª
zbiorem Julii (zale»y on od c). Za± zbiór takich c, dla których ci¡g ten nie jest
rozbie»ny oraz z0 = 0 � zbiorem Mandelbrota.

Mapa kolorów

Do zobrazowania tych zbiorów potrzebna jest umiej¦tno±¢ kolorowania pojedynczych
pikseli. Wyobra¹my sobie, »e nasze okno gra�ki to ukªad dwuwymiarowy, gdzie
x ∈ [−4, 4] i y ∈ [−3, 3]. U»ywaj¡c funkcji setcolor(), mo»emy narysowa¢ wykres
funkcji sin(x2 + y2) dla tych wspóªrz¦dnych.

Funkcja setcolor() jako argument przyjmuje liczb¦ z przedziaªu od 0 do 1 i ustawia
kolor rysowania.

Przeanalizuj poni»szy program:

double fun(double x, double y) {

return (sin((x * x + y * y) * 50.0) + 1.0) / 2.0;

}

void main() {

double r;

int i, j;

graphics(800, 600);

for(i = 0; i < 800; i++)

for(j = 0; j < 600; j++) {

r = fun(i / 200.0 - 2.0, j / 200.0 - 1.5);

setcolor(r);

point(i, j);

}

wait();

}
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Rozbie»no±¢

Napisz funkcj¦ divergence(zR, zI, cR, cI), która sprawdza czy ci¡g opisany
równaniem 




z0 = zR+ zI · i
zn+1 = z2n + c
c = cR+ cI · i

jest zbie»ny.

Przyjmij, »e maksymalna liczba iteracji to 600. Je±li ci¡g jest rozbie»ny, niech funkcja
zwraca liczb¦ iteracji, po której |zn| > 2 podzielon¡ przez 600. Je»eli ci¡g jest zbie»ny
(tzn. po 600 iteracjach nadal |zn| < 2), niech funkcja zwraca 0. Przypomnie-
nie: Dziaªania na liczbach zespolonych wykonuj jak zwykªe mno»enie dwumianów,
pami¦taj¡c jedynie, »e i2 = −1.

�wiczenia

� Pokoloruj piksele, tak jak w przykªadzie z funkcj¡ sin(), wywoªuj¡c
divergence(x, y, -0.3, 0.63). Dla uªatwienia, wywoªanie to mo»esz
umie±ci¢ wewn¡trz fun(x, y) albo bezpo±rednio wpisa¢ jego wynik do
zmiennej r.

� Zobacz, jak wygl¡da zbiór dla innych c, np c = −0.1 + 0.65 · i, c = 0, c = 1,
zmieniaj¡c liczb¦ iteracji je±li zajdzie potrzeba.

� Pokoloruj piksele zgodnie z divergence(0, 0, x, y). Powiniene± otrzyma¢
zbiór Mandelbrota.

� Zmody�kuj funkcj¦ tak, aby zwracaªa logarytm z liczby iteracji.
� Zmody�kuj kod tak, aby zobaczy¢ obszar o ±rodku w punkcie (−0.345, 0.635).
� Powi¦ksz obszar 200 razy.

* Antyaliasing - dla dociekliwych

Antyaliasing ma na celu usuni¦cie efektów reprezentacji ze sko«czon¡ rozdzielczo±-
ci¡. Dla przykªadu, je±li mamy liter¦, to jej kraw¦d¹ jest gªadk¡ krzyw¡, która prze-
chodzi tylko cz¦±ciowo przez piksel. Je±li zaczernimy tylko piksele wewn¡trz krzywej,
uzyskamy bardzo nienaturalny efekt. Je±li jednak u»yjemy odcienia szaro±ci, pro-
porcjonalnego do �pola' ' przykrytego t¡ liter¡, uzyskamy ªadn¡, gªadk¡ czcionk¦.
Wyobra¹my sobie, »e mamy obraz skªadaj¡cy si¦ z du»ej liczby g¦sto uªo»onych
czarnych linii na biaªym tle. Chc¡c taki obraz zmniejszy¢, mo»emy wzi¡¢ np. co
trzeci piksel w ka»d¡ stron¦. Jednak takie podej±cie spowoduje, »e raz tra�my na
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Figure 2: Rys.2. Zbiór Julii.

w peªni czarny, a raz na w peªni biaªy piksel. Ostatecznie uzyskamy biaªo-czarn¡
kasz¦. Drugim podej±ciem byªoby wyznaczenie ±redniej z ka»dej kostki 3× 3. Takie
podej±cie da nam po»¡dany efekt rozmazania zbyt maªych struktur i kolor szary w
miejscu losowej kaszy. Taki rodzaj antyaliasingu nazywany jest super-samplingiem.
W wypadku obrazów takich jak zbiór Mandelbrota czy zbiór Julii, mo»emy dla
ka»dego piksela obliczy¢ k × k warto±ci funkcji fun() i u±redni¢ wynik. Taki za-
bieg wygªadzi obraz i usunie �odstaj¡ce' ' piksele.

�wiczenia

� Stwórz funkcj¦ fun2(x, y), która oblicza ±redni¡ warto±¢ funkcji fun w
czterech punktach: (x, y), (x+ s, y), (x, y+ s) i (x+ s, y+ s), gdzie s = 1/800.
Pokoloruj piksele za jej pomoc¡.

� Pokoloruj poªow¦ obrazu z antyaliasingiem, a poªow¦ bez (Np. zbiór Julii dla
c = −0.1 + 0.65 · i). Czy wida¢ ró»nic¦?

� * Spróbuj uogólni¢ technik¦ z k = 2 na dowolne k.
� * Zamiast ±redniej oblicz maksimum lub minimum.
� Zamie« funkcj¦ setcolor() na setgray().
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Figure 3: Rys.3. Zbiór Mandelbrota.
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