
#Wprowadzenie

NumPy array - zamiana wymiarów

Jak wiemy z poprzednich zaj¦¢, tablice numpy.array s¡ staªego wymiaru. W przy-
padku np. dwu-wymiarowym s¡ to zawsze tablice prostok¡tne, co oznacza, »e nie
nie mo»e zdarzy¢ si¦ sytuacja w której jeden z wierszy b¦dzie krótszy. Aby zobaczy¢
wymiary tablicy korzystamy ze zmiennej �shape�:

import numpy as np

t = np.ones((2,3))

print t.shape # >> (2, 3)

Czasami istnieje jednak potrzeba zamiany tablicy np. dwu-wymiarowej na jed-
nowymiarow¡ poprzez poª¡czenie kolejnych wierszy w jeden wektor. Do tego celu
sªu»y funkcja �reshape�, któr¡ mo»emy wywoªa¢ na dwa sposoby:

� Jako funkcja biblioteki numpy, tworz¡c now¡ tablic¦

import numpy as np

tab2D = np.array( [[ i*2+j for j in range(2)] for i in range(3)])

# tab2D = [[0 1]

# [2 3]

# [4 5]]

tab1D = np.reshape(tab2D, (6, 1))

# tab1D = array([[0],

# [1],

# [2],

# [3],

# [4],

# [5]])

tab1D = np.reshape(tab2D, (1, 6))

# array([[0, 1, 2, 3, 4, 5]])
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Nale»y tutaj zwróci¢ uwag¦, »e nowo utworzona tablica jest tak»e dwu-wymiarowa,
poniewa» nowy �ksztaªt� zostaª przekazany jako tuple. Aby uzyska¢ w peªni jed-
nowymiarow¡ tablic¦ wystarczy poda¢ wymiar jako tylko �6�:

tab1D = np.reshape(tab2D, 6)

# array([0, 1, 2, 3, 4, 5])

� Jako metoda obiektu tablica, tworz¡c tak»e now¡ tablic¦:

import numpy as np

tab2D = np.array( [[ i*3+j for j in range(2)] for i in range(3)])

tab1D = tab2D.reshape(6)

# array([0, 1, 2, 3, 4, 5])

Powy»ej pokazali±my, jak zmieni¢ ksztaªt z tablicy 2D na 1D. Podobnie mo»na
uczyni¢ w drug¡ stron¦:

import numpy as np

tab1D = np.array( [ i for i in range(6) ] )

tab2D = tab1D.reshape((3,2))

# [[0 1]

# [2 3]

# [4 5]]

Gdy b¦dziemy u»ywali funkcji reshape musimy mie¢ pewno±¢, »e nowy wymiar
b¦dzie pasowaª. Pomocna mo»e by¢ zmienna size nale»¡ca do tablic, która informuje
o caªkowitej liczbie elementów:

import numpy as np

tab2D = np.array( [[ i*3+j for j in range(2)] for i in range(3)])

tab1D = tab2D.reshape(tab2D.size)

# array([0, 1, 2, 3, 4, 5])
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NumPy - load/save data

Kolejn¡ bardzo przydatn¡ funkcj¡ z biblioteki numpy jest load i save . Podczas
poprzednich zaj¦¢ pokazali±my jak wczytywa¢/zapisywa¢ dane z pliku linia po
linii. Jak wiadomo w praktyce in»ynierskiej zapisywanie danych do pliku zazwyczaj
sprowadza si¦ tylko do zapisu pewnego zbioru liczb. I wªa±nie do tego celu bardzo
dobrze nadaj¡ si¦ wspomniane funkcje. Potra�¡ one zapisa¢ dowoln¡ tablic¦
numpy.array do pliku o rozszerzeniu npy . Plik taki zostaje zapisany w postaci
binarnej, dzi¦ki czemu proces zapisywania i wczytywania jest mo»liwie najbardziej
wydajny. Zobaczmy jak to dziaªa w praktyce:

import numpy as np

x = np.linspace(0,1, 100)

y = np.sin(x)

xy = np.zeros((100,2))

xy[:,0] = x

xy[:,1] = y

np.save("nazwa_pliku", xy)

Wmiejscu �nazwa_pliku� mo»emy wstawi¢ dowoln¡ ±cie»k¦. Je±li nie podamy ±cie»ki
tylko sam¡ nazw¦, to zostanie utworzony plik w aktualnym roboczym katalogu.
Wczytywanie tych danych jest tak samo proste jak ich zapisywanie:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

xy = np.load("nazwa_pliku")

plt.figure()

plt.plot(xy[:,0],xy[:,1])

plt.title("Funkcja sinus")

plt.show()

Oprócz opisanych powy»ej funkcji do zapisu danych mo»na skorzysta¢ z funkcji:
- numpy.savetxt(fname, X, fmt='%.18e', delimiter=' ', newline='\n',

header='', footer='', comments='# ') - funkcja zapisuje dane w postaci
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tekstowej. Wymagane jest przekazanie dwóch pierwszych parametrów: nazwa
pliku i tablica. Pozostaªe parametry s¡ opcjonalne. Domy±lne warto±ci przedstaw-
iono powy»ej. - numpy.loadtxt(fname, dtype=<type 'float'>, comments='#',

delimiter=None, converters=None, skiprows=0, usecols=None, unpack=False,

ndmin=0) - funkcja wczytuje dane z pliku tekstowego. Wymagany parametr to
±cie»ka do pliku. Pozostaªe parametry s¡ opcjonalne. Warto tutaj zwróci¢ uwag¦
na parametr dtype który okre±la typ zmiennych do jakich maj¡ by¢ wczytane dane.
Domy±lnie ustawiony jest typ �oat , który nie zawsze jest tym którego oczekujemy.

Z powy»szych funkcji korzysta si¦ dokªadnie tak samo jak z poprzednich. Funkcje te
zapisuj¡/wczytuj¡ jednak dane w postaci tekstowej, co jest znacznie wolniejsze ale
za to bardziej uniwersalne. Wykorzystuj¡c parametry funkcji mo»emy zde�niowa¢

Sprawd¹ format zapisu tych danych. Jakie informacje s¡ zawarte w pliku? Czy
wczytywanie takich danych jest optymalne? Je±li nie to dlaczego?

Obiekty klasy �dict�

Do tej pory pokazali±my kilka podstawowych typów, takich jak list czy string .
Python zawiera jeszcze jeden bardzo wa»ny typ dictionary - oznaczany jako dict .
Type ten jest odpowiednikiem typu mapa spotykanego w innych j¦zykach. Mapuje
on warto±ci jednego typu na warto±ci drugiego, np. string -> integer. Jest on bardzo
przydatny, poniewa» pozwala na przechowywanie liczb(ewentualnie jaki± obiektów)
ale przy okazji pozwala si¦ do nich odwoªywa¢ za pomoc¡ nazwy zamiast indeksów
np.: �dom� -> 1 �drzwi� -> 2 Gdy nie chcemy pami¦ta¢ jaki indeks ma �dom� to
wystarczy przechowa¢ te nazwy i indeksy za pomoc¡ typu �dict�, a nast¦pnie pobiera¢
warto±ci ju» tylko za pomoc¡ ich nazw. W Pythonie typ dict mo»emy utworzy¢ na
dwa sposobu: * wywoªuj¡c funkcje dict() która utworzy pust¡ map¦ mapa=dict()
* przypisuj¡c do zmiennej konkretne pary:

mapa = { "dom":1, "drzwi":2}

Aby skorzysta¢ nast¦pnie z takiej mapy wystarczy odwoªa¢ si¦ do jej elementów za
pomoc¡ klucza - czyli pierwszej zmiennej w parze:

mapa = { "dom":1, "drzwi":2}

print "Indeks przypisany do domu to ", mapa["dom"]

print "a indeks przypisany do drzwi to ", mapa["drzwi"]
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W przypadku gdy b¦dziemy chcieli doda¢ nowy element do mapy wystarczy przyp-
isa¢ do nowej nazwy now¡ warto±¢:

mapa = dict()

mapa["dom"] = 1

mapa["drzwi"] = 2

Nale»y pami¦ta¢, ze mapa wcale nie musi mapowa¢ tylko nazw do liczb. Mo»emy
zapisa¢ za jej pomoc¡ na przykªad pary obiekt okno gra�czne - jego tytuª

import matplotlib.pyplot as plt

okno1 = plt.figure()

okno2 = plt.figure()

tytuly={okno1:"Okno pierwsze", tytuly[okno2]:"Okno drugie"}

print "Tytul okna pierwszego to ", tytuly[okno1]

#ustawiamy tutul okna

okno1.fig.canvas.set_window_title( tytuly[okno1] )

Nale»y jednak pami¦ta¢, »e aby jaki± typ mógª by¢ u»yty jako klucz mapy musi
by¢ on �hashowalny�. Nie b¦dziemy tego opisywali, tylko zwracamy uwag¦, »e nie
wszystkie typy mog¡ by¢ u»yte jako klucze, np. skorzystanie z listy spowoduje
wyrzucenie bª¦du.

Sprawdzanie czy klucz znajduje si¦ w sªowniku �dict�

Bardzo cz¦sto b¦dzie zachodziªa sytuacja, gdy b¦dziemy chcieli dowiedzie¢ si¦, czy
dany obiekt jest ju» w jakim± kontenerze dict . Podobnie do list i tutaj wystarczy
skorzysta¢ z sªowa kluczowego in , np.:

mapa = {"dom":1, "drzwi":2}

if "dom" in mapa:

print "Dom jest w mapie, a jego indeks to", mapa["dom"]
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Do sªowa kluczowego in mo»na doda¢ not , co odwróci jego dziaªanie:

mapa = {"dom":1, "drzwi":2}

if "okno" not in mapa:

mapa["okno"] = 5

print "Okno ma indeks", mapa["okno"]

Powy»szy kod pozwala nam upewni¢ si¦, »e okno znajdzie si¦ w mapie, a linijka z
�print� nie wygeneruje bª¦du.

Iterowanie po elementach sªownika

W przypadku list i tablic iterowanie po ich elementach jest do±¢ oczywiste - kolejne
parametry pojawiaj¡ce si¦ w p¦tli for s¡ kolejnymi elementami list. A jak to jest
w przypadku sªownika, gdzie operujemy na parach klucz-warto±¢? Jest podobnie,
tylko elementami po których iterujemy s¡ klucze. A zatem je±li mamy map¦ o parach
string-integer to kolejnymi elementami w p¦tli for b¦d¡ nazwy:

mapa = {"dom":1, "drzwi":2, "okno":5}

for key in mapa:

print "klucz to:", key, " a wartosc", mapa[key]

Podsumowuj¡c, w przypadku kontenerów typu dict iterujemy w p¦tlach zawsze po
jej kluczach, a warto±ci mo»emy uzyska¢ pobieraj¡c warto±¢ z mapy za kolejnego
klucza w p¦tli.

Funkcje zwracaj¡ce wi¦cej ni» jeden argument

W wi¦kszo±ci znanych j¦zyków funkcje zazwyczaj mog¡ zwraca¢ tylko jeden lub
»aden argument. W przypadku Pythonie jest i nie jest tak samo jednocze±nie. Jest
tak samo, poniewa» �zycznie Python zwraca jeden argument. Nie jest tak samo, bo
w praktyce wygl¡da to tak jakby±my pracowali na kodzie, gdzie mo»e by¢ zwracanych
wi¦cej ni» jeden argument. Przyjrzyjmy si¦ nast¦puj¡cej funkcji:
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def funkcja(a,b):

return a+b, a-b

Funkcja ta przyjmuje 2 liczby i zwraca tak»e dwie liczby, poniewa» po przecinku
wypisali±my sum¦ i ró»nic¦ przekazanych parametrów a i b. Taka konstrukcja sªu»y
do zwracania wi¦kszej liczby parametrów. Zobaczmy w takim razie jaki to typ
zwraca nasza funkcja:

def funkcja(a,b):

return a+b, a-b

print type( funkcja(1,2) ) # >> <type 'tuple'>

Jak wida¢ Python par¦ liczb zwraca jako typ tuple . Przypomnijmy, tuple to kon-
tener, który przechowuje dowolne typy (elementy mog¡ by¢ ró»nego typu) ale nie
mo»na zmienia¢ tych elementów. Zatem w wyniku dostajemy niemody�kowaln¡ list¦
ró»nych obiektów. A sprawd¹ co zwraca funkcja jedno i bez argumentowa:

def funkcja(a,b):

return a+b

print type( funkcja(1,2) ) # >> <type 'int'>

def funkcja(a,b):

c = a-b

print funkcja(1,2) # >> None

print type(funkcja(1,2)) # >> <type 'NoneType'>

Jak widzimy w przypadku jednego argumentu Python automatycznie zwraca ten
jeden konkretny obiekt, nie opakowuje go w kontener tuple . Z kolei gdy funkcja nic
nie zwraca, to okazuje si¦, »e w rzeczywisto±ci Python zwraca domy±lnie zmienn¡
typu NoneType o warto±ci None . Zmienna ta jest czym± co przypomina pusty
wska¹nik �Null� w innych j¦zykach. Mo»na go testowa¢ w konstrukcji if :

def funkcja(a,b):

c = a-b
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wynik = funkcja(1, 2)

if wynik:

print "Funkcja zwraca argument"

else:

print "Funkcja nie zwraca argumentow"

Wró¢my do zwracania wielu argumentów pod postaci¡ tuple. Na poprzednich
¢wiczeniach mówili±my, »e w Pythonie dowoln¡ list¦, tablic¦ czy tuple (co± po czym
mo»na iterowa¢ jak w p¦tli for) mo»na �rozwin¡¢� do zmiennych. W tym celu
korzysta si¦ z konstrukcji

dane = (1, 2, "cos")

liczba1, liczba2, text = dane

która przypisuje zmiennym po przecinku dane z kontenera. Z racji tego, »e funkcja
zwracaj¡ca wiele argumentów zwraca �zycznie tuple to dokªadnie w ten sam sposób
mo»emy wynik z funkcji przypisa¢ do kilku zmiennych:

def funkcja(a,b):

return a+b, a-b

suma, roznica = funkcja(1,2)

print "Suma =",suma # >> Suma = 3

print "Roznica =",roznica # >> Roznica = -1

Domy±lne warto±ci argumentów funkcji

W Pythonie w odró»nieniu od innych j¦zyków programowania nie mo»na zde�niowa¢
funkcji o tej samej nazwie, tak aby ró»niªa si¦ tylko inn¡ liczb¡ argumentów. W
j¦zyku C++ czy Java jest to bardzo cz¦sto wykorzystywane, jednak tam nazwa
funkcji nie jest prawdziw¡ jej nazw¡, poniewa» kompilator zawsze dopisuje do niej
jeszcze typy argumentów. Zazwyczaj wykorzystuje si¦ takie zduplikowane funkcje
do tego aby przekaza¢ domy±lne argumenty funkcji, np.:
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double root(double a, double order)

{

return pow(a, 1./order);

}

double root(double a)

{

return root(a, 2);

}

W zwi¡zku z tym w tych j¦zykach mo»na korzysta¢ z tej samej nazwy dla ró»nych
zada«. W Pythonie jak ju» wspominali±my typy argumentów nie maj¡ znaczenia,
dlatego wpisanie nowej funkcji spowoduje nadpisanie jej.

W Pythonie z kolei (w j¦zyku C++ tak»e jest to dozwolone) mo»na dodawa¢
domy±lne warto±ci do zmiennych. Dzi¦ki temu, mo»emy napisa¢ jedn¡ funkcj¦,
która b¦dzie obsªugiwaªa ró»ne przypadki. W tym celu posªugujemy si¦ operatorem
= tu» za nazw¡ zmiennej przy argumentach funkcji, np.:

def root(a, order=2):

return a**(1./order)

print "Pierwiastek z 2 to", root(2)

print "Pierwiastek trzeciego stopnia z 2 to", root(2,3)

Jak wida¢, powy»sza funkcja zostaªa wywoªana 2 razy, jednak za pierwszym razem
argument �order� zostaª po cichu ustawiony jako 2, a w drugim explicite podali±my
jego warto±¢ jako 3.

Nale»y tutaj zauwa»y¢, »e takie domy±lne (opcjonalne) parametry funkcji musz¡
znajdowa¢ si¦ tu» za koniecznymi argumentami.

Teraz zajmijmy si¦ przypadkiem, gdy mamy wi¦cej ni» jeden domy±lny argument,
ale tylko jeden konkretny chcemy zmieni¢. W takim przypadku odwoªujemy si¦ do
konkretnego argumentu za pomoc¡ jego nazwy. Zaªó»my, »e chcemy aby funkcja
�root� mogªa zwraca¢ wynik w postaci wybranego typu. W zwi¡zku z tym zmienimy
de�nicj¦ naszej funkcji poprzez dodanie trzeciego argumentu rtype (�return type�):

def root(a, order=2, rtype=float):

return rtype(a**(1./order))
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W powy»szej de�nicji funkcji skorzystali±my z faktu, »e Python posiada wbudowane
funkcje o nazwie danego typu, które automatycznie konwertuj¡ przekazany argument
do wybranego typu (np. rtype=int oznacza, »e a**(1./order) zostanie zamienione
w zmienn¡ typu caªkowitego). Zastosujmy teraz nasz¡ funkcj¦ tak, aby zostawi¢
domy±lny parametr order, a zamieni¢ tylko zwracany typ:

def root(a, order=2, rtype=float):

return rtype(a**(1./order))

print "Pierwiastek z 2 jako l. domy±lna to", root(2)

print "Pierwiastek z 2 jako l. calkowita to", root(2, rtype=int)

print "Pierwiastek 3-ciego stopnia z 2 jako int to", root(2, 3, str)

Jak wida¢ powy»ej, w sytuacji gdy podajemy kolejne argumenty, tak samo jak
zostaªy one zde�niowane w funkcji, nie musimy korzysta¢ z nazw argumentów. Jed-
nak gdy chcemy przekaza¢ argumenty w dowolnej kolejno±ci, to ju» niestety tak
musimy uczyni¢.

De�niowanie funkcji ze zmienn¡ liczb¡ argumentów

Poniewa» Python jest bardzo elastycznym j¦zykiem to pozwala na stosowanie zmi-
ennej ilo±ci argumentów. Taka zmienna liczba argumentów jest przekazywana do
funkcji za pomoc¡ jednej zmiennej która w praktyce jest jakim± kontenerem (sek-
wencj¡ obiektów). Przyjrzyjmy si¦ nast¦puj¡cej funkcji:

def fun(*args):

for a in args:

print a

fun(1,2,"dos","beta")

#>> 1

#>> 2

#>> dos

#>> beta

W powy»szej funkcji zde�niowali±my jeden argument o nazwie args dodaj¡c przed
nim gwiazdk¦ ��. Oznacza to, »e pod zmienn¡�args� mo»e znajdowa¢ si¦ dowolna

liczba parametrów. Sprawd¹my jakiego typu jest zmienna args*:
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def fun(*args):

print type(args)

fun(1,2,"dos","beta") # >> <type 'tuple'>

Jak ªatwo byªo si¦ domy±li¢ kontener ten to tuple , poniewa» wszystkie argumenty
zde�niowali±my w trakcie przekazania ich do funkcji, zatem ich liczba ani warto±ci
nie powinny by¢ mody�kowalne, co zapewnia typ tuple .

Funkcje ze zmienn¡ liczb¡ argumentów wcale nie musz¡ by¢ pozbawione zwycza-
jowych argumentów, wa»ne jest tylko aby argument ****args*** (nazwa mo»e by¢
dowolna) byª na ko«cu, np.:

def suma(a, b, *args):

s = a + b

for arg in args:

s += arg

return s

Powy»sza funkcja potra� zsumowa¢ wszystkie przekazane argumenty. Z racji tego,
»e argumenty a, b zostaªy zde�niowane dodatkowo, to w przypadku gdy kto± zechce
z niej skorzysta¢ przekazuj¡c mniej liczb otrzyma bª¡d, poniewa» sumowanie ma sens
tylko gdy mamy co najmniej 2 liczby. Sprawd¹my jej dziaªanie:

def suma(a, b, *args):

s = a + b

for arg in args:

s += arg

return s

print "Suma 1,2,3,4,5 to", suma(1,2,3,4,5)

# >> 15

print "Suma tylko 1 to", suma(1)

#>> TypeError Traceback (most recent call last)

#>> <ipython-input-198-5304d71f0cc4> in <module>()

#>> ----> 1 print "Suma 1 to", suma(1)

#>>

#>> TypeError: suma() takes at least 2 arguments (1 given)
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Przekazywanie listy wprost do argumentów funkcji

Bardzo cz¦sto zdarza si¦ tak, »e w wyniku jaki± operacji przechowujemy w li±-
cie/tablicy pewne dane, które nast¦pnie wszystkie musz¡ by¢ przekazane do kolejnej
funkcji. W takiej sytuacji zazwyczaj po prostu wyci¡gamy kolejne argumenty z listy
za pomoc¡ indeksów, a nast¦pnie je przekazujemy do funkcji, np.:

def dziwnafunkcja(a,b,c,x1,x2):

return a*x1**2 + b*x1 + c, a*x2**2 + b*x2 + c

lista = [1,2,3,20,-12]

print dziwnafunkcja(lista[0], lista[1], lista[2], lista[3], lista[4])

# >> (443, 123)

Przekazywanie takich argumentów jest uci¡»liwe. Ale zaraz zaraz, przecie» mo»emy
skorzysta¢ z rozwijania sekwencji do argumentów, a zatem mo»emy przerobi¢ nasz¡
funkcj¦ na tak¡ która przyjmuje list¦:

def dziwnafunkcja(lista):

a,b,c,x1,x2 = lista

return a*x1**2 + b*x1 + c, a*x2**2 + b*x2 + c

lista = [1,2,3,20,-12]

print dziwnafunkcja(lista)

# >> (443, 123)

Teraz wywoªanie funkcji jest bardzo krótkie, ale za to, aby przekaza¢ liczby wprost
do niej b¦dziemy musieli je zawsze opakowa¢ w nawis kwadratowy, np.:

print dziwnafunkcja( [ 1, 2, 3, 20, -12] )

# >> (443, 123)

Okazuje si¦, »e Python potra� obej±¢ tak»e taki problem. W tej sytuacji znów sko-
rzystamy z operatora gwiazdka �*�, ale posªu»y on nam do rozwini¦cia sekwencji na
argumenty funkcji. W przypadku zwykªych zmiennych wystarczyªo przypisa¢ list¦
do zmiennych po przecinku. W przypadku funkcji ju» tak ªatwo nie jest, poniewa»
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musimy poinformowa¢ interpreter, »e chcemy aby nasza lista byªa u»yta jako ==kole-
jne argumenty, a nie jako pierwszy argument==. Aby móc zastosowa¢ rozwini¦cie
sekwencji do argumentów funkcja nie wymaga zmian a nieznacznie musi by¢ zmody-
�kowane jej wywoªanie:

def dziwnafunkcja(a,b,c,x1,x2):

return a*x1**2 + b*x1 + c, a*x2**2 + b*x2 + c

lista = [1,2,3,20,-12]

print dziwnafunkcja(*lista)

# >> (443, 123)

Oczywi±cie takie rozwijanie sekwencji mo»e by¢ zastosowane na dowolnym typie, po
którym mo»emy iterowa¢, np. tuple albo numpy.array.

De�niowanie funkcji z nazwanymi argumentami

Teraz przedstawimy ostatni element dotycz¡cy samych funkcji - nazwane argumenty
o dowolnej ich liczbie. Wcze±niej pokazali±my, »e podczas wywoªywania funkcji
mo»na skorzysta¢ z nazw argumentów i przekaza¢ je w dowolnej kolejno±ci. Jed-
nak w tej sytuacji wszystkie takie argumenty musiaªy by¢ zde�niowane w nagªówku
funkcji. Teraz przejdziemy do troch¦ bardziej zaawansowanej kwestii, a mianowicie
sytuacji gdy liczba tych nazwanych argumentów mo»e by¢ dowolna. W takiej sytu-
acji, kod zawarty w funkcji musi sam sprawdza¢, czy argument zostaª przekazany
czy nie.

W celu zde�niowania dowolnej liczby nazwanych argumentów korzystamy znów z
operatora �� ale tym razem podwojonego, aby odró»ni¢ go od sekwencji argumentów

bez nazw. Ponadto wszystkie te argumenty zostan¡ przekazane do funkcji za pomoc¡

obiektu o typie dict* który b¦dzie zawieraª pary: nazwa zmiennej - warto±¢.

def funkcja(**kwargs):

for argName in kwargs:

print "Argument ",argName, " zostal przekazany z wartoscia", kwargs[argName]

if "speak" in kwargs and kwargs["speak"]:

print "You've asked to say Hellow!"

funkcja(cos=20, ktos="ada", speak=True)
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W powy»szym kodzie na pocz¡tku zadeklarowali±my funkcj¦ przyjmuj¡c¡ dowoln¡
ilo±¢ nazwanych parametrów. To od u»ytkownika tej funkcji zale»y czy j¡
wywoªa poprawnie czy nie. Z racji tego wa»ne jest, aby dokumentacja tej funkcji
byªa odpowiednio przygotowana. Funkcja ta na pocz¡tek iteruje po wszystkich
przekazanych argumentach i wy±wietla ich wraz z warto±ci¡. Nast¦pnie sprawdzamy
czy do kwargs zostaª przekazany argument �speak� i czy warto±¢ tego argumentu
jest prawd¡ (kwargs[�speak�] zwraca warto±¢, która z zaªo»enia ma by¢ równa
True/False)

W tym momencie powinno pojawi¢ si¦ nam w gªowie czerwone ±wiateªko - po co w
ogóle to robi¢, skoro i tak nast¦pnie w kodzie musimy znów sprawdza¢ czy zmienna
jest przekazana, czy nie. Lepiej ju» pozostawi¢ to w gestii domy±lnych warto±ci argu-
mentów tak aby u»ytkownik mógª ªatwo zauwa»y¢ jakie zmienne nale»y przekaza¢. I
to jest prawda, w przypadku wi¦kszo±ci funkcji lepszym rozwi¡zaniem s¡ domy±lne
parametry. Jednak s¡ dwie sytuacje w których jest to u»yteczne:

1. Gdy nasza funkcja ma mie¢ bardzo du»o opcjonalnych argumentów. Wt-
edy nagªówek funkcji b¦dzie bardzo nieczytelny i lepiej jest pozostawi¢ takie
parametry schowane. Jednak to rozwi¡zanie mo»e by¢ nadal dyskusyjne.

2. Gdy wewn¡trz naszej funkcji wywoªujemy nast¦pn¡ funkcj¦, która posi-
ada du»o parametrów, o których czasami nawet nie wiemy, a chcemy aby
u»ytkownik mógª z poziomu wywoªania naszej funkcji wykorzysta¢ je. Ten
opis mo»e by¢ niewystarczaj¡cy, wi¦c przyjrzyjmy si¦ poni»szej funkcji, która
sªu»y to rysowania sinusa:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def sinus(num_divisions=100, a=0, b=np.pi, **kwargs):

x = np.linspace(a, b, num_divisions)

y = np.sin(x)

plt.plot(x,y,**kwargs)

Funkcja ta ma zadeklarowane 3 argumenty z domy±lnymi parametrami. Ponadto
mo»emy przekaza¢ do niej dowolnie nazwane argumenty w miejscu �kwargs�. Zas-
tosowanie podstawowych zmiennych jest oczywiste. Nale»y jednak zwróci¢ uwag¦ na
przekazanie *****kwargs*** do funkcji plt.plot . Tam przed argumentem kwargs
umie±cili±my podwójny znak . Oznacza on w tym przypadku, »e chcemy

zamieni¢ sªownik kwargs** z powrotem na argumenty funkcji. Podobn¡ operacj¦
wykonywaª operator * gdy chcieli±my przekaza¢ list¦ jako kolejne argumenty funkcji.
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W tej sytuacji musimy zastosowa¢ operator ** poniewa» chcemy aby sªownik zostaª
rozwini¦ty do zbioru nazwanych argumentów. Dzi¦ki takiej konstrukcji mo»emy kon-
trolowa¢ parametry rysowania linii tak samo jak to miaªo miejsce w czystej funkcji
plt.plot :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def sinus(num_divisions=100, a=0, b=2*np.pi, **kwargs):

x = np.linspace(a, b, num_divisions)

y = np.sin(x)

plt.plot(x, y, **kwargs)

plt.figure()

sinus() #domyslne parametry

sinus(linestyle="", marker=".", color="red", markersize=10) #domyslny zakres, inne parametry graficzne

sinus(25, -5, 5, color="grey") # kombinacja argumentow f. sinus i przekazanych do plot

plt.show()

Wykresy konturowe

Biblioteka Matplotlib poza prostymi wykresami 2D mo»e sªu»y¢ do tworzenia
wykresów sªupkowych, koªowych a tak»e wykresów trójwymiarowych. W poni»szym
opracowaniu poka»emy jak przygotowa¢ wykres konturowy (mapa konturowa). Na
koniec przedstawimy jak utworzy¢ tak»e wykres w peªni trójwymiarowy.

Aby utworzy¢ jaki± wykres trójwymiarowy musimy zde�niowa¢ na pocz¡tek pewn¡
przestrze« próbkowania. W przypadku dwuwymiarowych wykresów tak¡ przestrze«
stanowiªa np. tablica równomiernie rozªo»onych liczba w danym zakresie. W
przypadku wykresów trójwymiarowych zamiast jednej osi mamy pªaszczyzn¦. W
zwi¡zku z tym musimy na niej okre±li¢ w jakich punktach b¦d¡ znajdowaªy si¦ nasze
próbki (dla których punktów x,y powinna zosta¢ zaznaczona warto±¢ na osi Z). Taka
przestrze« powinna by¢ zde�niowana jako tablica dwuwymiarowa wspóªrz¦dnych X
oraz druga tablica dwuwymiarowa wspóªrz¦dnych Y. Dlaczego musz¡ by¢ to dwie
tablice dwuwymiarowe? Poniewa» ka»dy punkt na pªaszczy¹nie musi mie¢ przyp-
isan¡ swoj¡ wspóªrz¦dn¡ x i y. Para takich tablic tworzy siatk¦. Mo»na te tablice
uzupeªni¢ r¦cznie, ale to tego celu lepiej nadaje si¦ funkcja numpy.meshgrid
która generuje dwie tablice X,Y na podstawie zadanych podziaªów wzdªu» jednego
kierunku i wzdªu» drugiego:
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import numpy as np

x = np.linspace(0,1,6)

y = np.linspace(-1,1,11)

X,Y = np.meshgrid(x, y)

Tablice X, Y b¦d¡ tablicami dwuwymiarowymi. Ka»da kolumna tablicy X b¦dzie
miaªa dokªadnie te same warto±ci. Z kolei ka»dy wiersz tablicy Y b¦dzie tak»e
miaª te same warto±ci co inne wiersze. Tablica X b¦dzie zatem wygl¡da¢ tak | |
| | | | | |:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1|
|0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1|
|0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1| |0|0.2|0.4|0.6|0.8|1|

Analogicznie tablic Y z t¡ ró»nic¡, »e zmienia¢ si¦ b¦d¡ warto±ci w wierszach.

Gdy ju» posiadamy siatk¦ (czyli pary [x,y]) to mo»emy wyznaczy¢ kolejn¡ tablic¦,
o tym samym rozmiarze, która ka»dej z par [x,y] przypisze warto±¢ na osi z, np. za
pomoc¡ funkcji sin(x*y):

import numpy as np

x = np.linspace(0,1,6)

y = np.linspace(-1,1,11)

X,Y = np.meshgrid(x, y)

Z = np.sin(X * Y)

Domy±lny iloczynem w przypadku tablic numpy jest iloczyn dwóch odpowiadaj¡cych
sobie elementów (w przypadku gdyby±my chcieli wykona¢ mno»enie macierzowe, to
nale»aªo by skorzysta¢ z funkcji numpy.dot).

Posiadamy ju» dane, teraz przejd¹my do utworzenia mapy konturowej:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(0, 1, 40)

y = np.linspace(-1, 1, 40)

X,Y = np.meshgrid(x, y)
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Figure 1: contour

Z = np.sin(X * Y)

plt.figure()

plt.contour(X, Y, Z)

plt.show()

Jak wida¢ utworzenie wykresu konturowego, jest tak proste jak zwykªego. Wykres
konturowy mo»e zosta¢ tak»e wy±wietlony jako wypeªniony, jednak nale»y wtedy
skorzysta¢ z zamiast funkcji contour funkcj¦ contourf . Trudno jest odczytywa¢
wykresy konturowe po samych kolorach bo musimy posiada¢ ich de�nicj¦. W tym
celu korzystamy z funkcji colorbar . Do skali kolorów mo»na tak»e doda¢ tytuª:
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(0, 1, 40)

y = np.linspace(-1, 1, 40)

X,Y = np.meshgrid(x, y)

Z = np.sin(X * Y)

plt.figure()

cnt = plt.contourf(X, Y, Z)

cbar = plt.colorbar(cnt)

cbar.ax.set_ylabel("values of sin(x*y)")

plt.show()

Do funkcji contourf mo»na przekaza¢ za pomoc¡ argumentu levels warto±ci
okre±laj¡ce poziomy na których powinny zmienia¢ si¦ kolory:

plt.figure()

cnt = plt.contourf(X, Y, Z, levels=[-1,-0.5,0., 0.5, 1])

cbar = plt.colorbar(cnt)

plt.show()

Domy±lne skala kolorów mo»e zosta¢ zamieniona. W tym celu nale»y przekaza¢
do funkcji contourf parametr cmap który jest obiektem typu ColorMap. Pewne
okre±lone mapy kolorów s¡ z góry zde�niowane w pakiecie matplotlib.cm gdzie
znajduj¡ si¦ wszystkie staªe i domy±lne parametry biblioteki matplotlib:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.cm

x = np.linspace(0, 1, 40)

y = np.linspace(-1, 1, 40)

X,Y = np.meshgrid(x, y)

Z = np.sin(X * Y)
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Figure 2: contourf
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Figure 3: contourf_winter

plt.figure()

cnt = plt.contourf(X, Y, Z, levels=np.linspace(-1,1,21), cmap=matplotlib.cm.winter)

cbar = plt.colorbar(cnt)

plt.show()

Wykresy trójwymiarowe

Elementy gra�ki 3D znajduj¡ si¦ w pakiecie mplot3d . Znajduj¡ si¦ tam funkcje
pozwalaj¡ce na rysowanie linii oraz powierzchni w trzech wymiarach. Na pocz¡tek
przedstawimy rysowanie linii na przykªadzie spirali:
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

angles = np.linspace(0, 8*np.pi, 200)

x = np.cos(angles)

y = np.sin(angles)

z = np.linspace(0,10, 200)

fig = plt.figure()

ax3D = fig.add_subplot(111, projection="3d") #dodajemy osie 3D

ax3D.plot(x,y,z)

plt.show()

Aby przedstawi¢ wy±wietlanie powierzchni zastosujemy te same dane co w przy-
padku wykresów konturowych. Dane w tym przypadku musz¡ by¢ przygotowane w
podobny sposób, tj. za pomoc¡ tablic dwuwymiarowych dla wspóªrz¦dnych X, Y i
Z:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.cm

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

x = np.linspace(0, 1, 40)

y = np.linspace(-1, 1, 40)

X,Y = np.meshgrid(x, y)

Z = np.sin(X * Y)

fig = plt.figure()

ax3D = fig.add_subplot(111, projection="3d")

psurf= ax3D.plot_surface(X, Y, Z, cmap = matplotlib.cm.coolwarm)

cbar = fig.colorbar(psurf)

plt.show()

Wida¢, »e na powierzchni pojawiaj¡ si¦ du»e prostok¡ty, pomimo, »e danych jest
znacznie wi¦cej. Wynika to z tego »e domy±lnie jest rysowany tylko co dziesi¡ty ele-
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Figure 4: spirala
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Figure 5: plot_surf
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Figure 6: plot_surf_adjusted

ment. Aby si¦ tego pozby¢ nale»y ustawi¢ parametry rstride i cstride na 1. Ponadto
aby linie nie byªy widoczne nale»y ustawi¢ grubo±¢ linii na 0:

fig = plt.figure()

ax3D = fig.add_subplot(111, projection="3d")

psurf= ax3D.plot_surface(X, Y, Z, cmap = matplotlib.cm.coolwarm, linewidth=0, rstride=1, cstride=1)

cbar = fig.colorbar(psurf)

plt.show()
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Figure 7: grid

Zadania

Zadanie 1

Skopiuj plik resources/lab3/zadanie1-template.py do swojego katalogu roboczego
i zmie« jego nazw¦ na �zadanie1.py�. Nast¦pnie uzupeªnij ciaªo funkcji ani-
mate_contour_plot . Zadaniem tej funkcji jest wykonanie animacji wykresu
konturowego na bazie przekazanej listy tablic 2D. Ka»da kolejna tablica 2D jest
zbiorem warto±ci jakiej± funkcji z(x,y) w kolejnych w¦zªach siatki kartezja«skiej (nie
koniecznie kwadratowej) dla kolejnych klatek animacji.

Funkcja ta powinna tak»e obsªugiwa¢ sytuacj¦ gdy przekazana jest tylko jedna
tablica - wy±wietlenie mapy konturowej bez uruchamiania animacji. Zadeklarowana
funkcja posiada dodatkowe domy±lne argumenty, które powinny zosta¢ wykorzys-
tane.

Przygotowan¡ funkcj¦ przetestuj wywoªuj¡c kod znajduj¡cy si¦ pod funkcj¡. Gdy
uznasz, »e funkcja dziaªa poprawnie usu« kod sªu»¡cy do testowania, poniewa» nie
chcemy aby byª on wywoªywany podczas importowania funkcji do innych plików.

Uwagi: * Aby skorzysta¢ z animacji nale»y zaimportowa¢ pakiet animation:
from matplotlib import animation * Aby animacja zadziaªaªa obiekt z
funkcji FuncAnimation musi zosta¢ przypisany do zmiennej (zabezpiecza to
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przed automatycznym wyczyszczeniem) * Przykªadowe zastosowanie: anim =
animation.FuncAnimation(�g, animate, frames=100), gdzie �g to uchwyt do okna,
animate to nazwa funkcji aktualizuj¡cej wykres a frames to liczba klatek. *
Funkcja aktualizuj¡ca dane powinna przyjmowa¢ jako parametr jeden argument -
numer aktualnej klatki. * Aby zaktualizowa¢ wykres konturowy nale»y po prostu
jeszcze raz wywoªa¢ funkcj¦ plt.contourf(. . . ) * Aby animacja si¦ uruchomiªa
nale»y na koniec wywoªa¢ funkcj¦ plt.show()

Zadanie 2

a) Rozwi¡» równanie nieustalonego przewodnictwa cieplnego w kwadracie o boku
1 i wspóªczynniku przewodzenia a=1 dla przedziaªu czasowego od 0 do 1s:

∂T (x, y, t)

∂t
− a ·∆T (x, y, t) = 0

z warunkami:

T |y=0 = 1

T |y=1 = T |x=0 = T |x=1 = 0

T (x, y, t = 0) = 0

W tym celu zaimplementuj metod¦ ró»nic sko«czonych z jawnym schematem eu-
lera kroczenia w czasie. Zacznij od skopiowania pliku resources/lab3/zadanie2-
template.py do swojego katalogu roboczego i zmiany jego nazwy na zadanie2 .
Wypeªnij pozostawione miejsce w kodzie. Na koniec zastanów si¦ jaki powinien
zosta¢ zastosowany krok czasowy w metodzie jawnej.

b) Zmody�kuj swój kod tak, aby pozby¢ si¦ p¦tli for i zamiast niej skorzysta¢ z
wektoryzacji operacji na tablicach numpy.array

c) Zmody�kuj warunki pocz¡tkowe, tak aby obszar ochªadzaª si¦ zamiast ogrze-
wa¢:

T (x, y, t = 0) = 1
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Uwagi:

Jawna schemat Eulera otrzymujemy za pomoc¡ prostego uproszczenia równania
ró»niczkowego:

∂T

∂t
= g(t)

do:

Tn+1 − Tn

∆t
= gn

gdzie indeks n oznacza numer kroku czasowego, a Tn = T (tn) i gn = g(tn). Wyko-
rzystuj¡c to uproszczenie otrzymujemy prosty wzór pozwalaj¡cy obliczy¢ rozwi¡zanie
w nowym korku czasowym n+1 :

Tn+1 = Tn +∆t · gn

Jak wida¢ powy»szy wzór pozwala na zastosowanie go do naszego docelowego za-
gadnienia. Jednak musimy w jaki± sposób obliczy¢ warto±¢ funkcji g w poprzednim
kroku. U nas funkcja g jest równa ∆T (x, y, t) a zatem musimy obliczy¢ wyra»enie:

∂2T (x, y, tn)

∂x2
+

∂2T (x, y, tn)

∂y2

W tym miejscu musimy przypomnie¢ jak wygl¡da przybli»enie drugiej pochodnej za
pomoc¡ warto±ci funkcji w równoodlegªych od siebie punktach:

d2f(x)

dx2
≈ f(x+ dx)− 2 · f(x) + f(x− dx)

dx2

Powy»szy wzór mo»e by¢ ªatwo zastosowany do naszego zadania. Warto±ci funkcji (w
naszym przypadku jest to T) w ka»dym punkcie przestrzeni s¡ znane, poniewa» zgod-
nie z zaproponowanym jawnym schematem Eulera funkcja prawej strony powinna
by¢ wyznaczona na bazie rozwi¡za« z poprzedniego kroku czasowego. Ostatecznie,
przyjmuj¡c konwencj¦

Tn
i,j = T (xi, yj , t

n)

schemat b¦dzie miaª posta¢:
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Tn+1
i,j = Tn

i,j +∆t · a · (
Tn
i+1,j − 2 · Tn

i,j + Tn
i−1,j

dx2
+

Tn
i,j+1 − 2 · Tn

i,j + Tn
i,j−1

dy2
)

Je±li zaªo»ymy, »e dx = dy = δ to wzór upro±ci si¦ do postaci:

Tn+1
i,j = Tn

i,j +
∆t · a
δ2

· (Tn
i,j+1 + Tn

i+1,j − 4 · Tn
i,j + Tn

i−1,j + Tn
i,j−1)

Na zaj¦ciach z informatyki ¢wiczyli±my dokªadnie takie same zagadnienia. Ró»nica
polega na tym, »e funkcja prawych stron jest w rzeczywisto±ci operatorem Laplaeca,
który wi¡»e rozwi¡zania z s¡siednich w¦zªów. Ponadto w przypadku ¢wicze«
caªkowali±my jedno lub dwa równania w postaci wektorowej. Teraz caªkujemy na
raz a» N · N równa«, poniewa» musimy znale¹¢ rozwi¡zania w ka»dym punkcie
siatki obliczeniowej.

Zadanie 3

Rozwi¡» zagadnienie ustalonego przewodnictwa cieplnego o postaci:

∆T (x, y, t) = 0

z warunkami:

T |y=0 = 1

T |y=1 = T |x=0 = T |x=1 = 0

metod¡ ró»nic sko«czonych. Wynik oblicze« przedstaw gra�cznie.

Uwagi:

Do tego zagadnienia nie nadaje si¦ metoda caªkowania Eulera, poniewa» poszuku-
jemy rozwi¡zania ustalonego. W zwi¡zku z tym nale»y zastosowa¢ inne podej±cie.
Z poprzedniego zadania wiemy, »e operator Laplace'a mo»na zdyskretyzowa¢ za po-
moc¡ metody ró»nic sko«czonych, co prowadzi do nast¦puj¡cego wzoru:

∆T (x, y) ≈ Ti,j+1 + Ti+1,j − 4 · Ti,j + Ti−1,j + Ti,j−1

δ2
= 0
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Indeks n nie jest w tym wypadku potrzebny, poniewa» poszukujemy jednego pola
rozwi¡za« T(x,y). Z powy»szego wzoru wynika, »e potra�my napisa¢ jedno równanie
liniowe, które wi¡»e 5 liczby. Jednak wiemy tak»e, »e równa« takich mo»emy napisa¢
N ·N poniewa» w naszej siatce obliczeniowej tyle w¦zªów (liczb do wyznaczenia) si¦
znajduje. Wiedz¡c, »e potra�my uªo»y¢ N ·N równa« liniowych, oraz wiedz¡c, »e
mamy N · N niewiadomych to powinno nam przyj±¢ od razu na my±l, »e musimy
rozwi¡za¢ pewien ukªad równa« aby znale¹¢ niewiadome warto±ci w w¦zªach. Jak
wiadomo aby rozwi¡za¢ ukªad równa« nale»y odwróci¢ pewn¡ macierz. Ale aby tego
dokona¢ trzeba na pocz¡tek tak¡ macierz posiada¢. Zapiszmy nasz¡ form¦ ró»nicow¡
operatora Laplaca w postaci iloczyny wektorowego:

[1, 1,−4, 1, 1] · [Ti,j+1, Ti+1,j , Ti,j , Ti−1,j , Ti,j−1]
T

Jak wida¢, równania uªo»one dla ka»dego kolejnego w¦zªa [i,j] zawsze b¦d¡ miaªy tak¡
sam¡ posta¢, tylko b¦d¡ musiaªy mno»y¢ si¦ z innymi w¦zªami. Je±li przyjmiemy
konwencj¦, »e indeksy i odnosz¡ poªo»enia w¦zªa na osi X a indeks j na osi Y siatki
kartezja«skiej, to wszystkie warto±ci w¦zªowe mo»emy zapisa¢ w jednym du»ym wek-
torze rozwi¡za«, np.:

T = [T00, T10, T20, T30, T40, . . . .. T01, T11, T21, T31, T41, . . . . . . . T40, T41,
T42, T43, T44]

Powy»szy wektor reprezentuje warto±ci w¦zªowe dla siatki 5x5, a w¦zªy s¡ w nim
uªo»one kolejnymi �warstwami� zmieniaj¡c tylko indeks j. Maj¡c taki wektor mo»emy
uªo»y¢ dowolne równanie, np. dla w¦zªa i=1 i j=1 zgodnie ze wzorem ró»nicowym:

1

δ2
· (T12 + T21− 4 · T11 + T01 + T10)

A w formie macierzowej to jedno równanie ma posta¢:

1

δ2
·[0,1, 0, 0, 0,1, -4,1, 0, 0, 0,1, 0, ....0, ....0]·[T00,T10, T20, T30, T40,T01,T11,T21, T31, T41,T02, T12, T22, T32, T42, .....]

Jak teraz ªatwo zauwa»y¢, ka»de nast¦pne równanie, dla kolejnych ineksów, np. (2,1),
(3,1), (4,1), (0,2),(1,2). . . . b¦dzie wygl¡daªo dokªadnie tak samo, tylko wystarczy
przesun¡¢ niezerowe elementy o 1 indeks w prawo. Przykªadowo ukªad równa« b¦dzie
wygl¡daª tak:
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 1 0 0 0 1 -

4
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 . . . .

0 0 1 0 0 0 1 -
4

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . .

0 0 0 1 0 0 0 1 -
4

1 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . .

0 0 0 1 0 0 0 1 -
4

1 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Oprócz samego ukªadu równa« nale»y jeszcze wprowadzi¢ warunki brzegowe, bo
macierze uªo»ona w powy»szy sposób b¦dzie osobliwa. W naszym przypadku
warunki brzegowe s¡ zadane jako typu Dirichleta, co oznacza, »e w wybranych
brzegowych w¦zªach nale»y wymusi¢ konkretne, zaªo»one warto±ci. Mo»na to
uczyni¢ na kilka sposobów. My zrobimy to w najprostszy mo»liwy, mody�kuj¡c
równania które s¡ uªo»one dla w¦zªów brzegowych (zwró¢ uwag¦, »e dla w¦zªów
brzegowych nie jeste±my nawet w stanie uªo»y¢ peªnego równania, poniewa» nie
mamy jak si¦ odnie±¢ np. do w¦zªa znajduj¡cego si¦ poni»ej dolnej kraw¦dzi).
Jak powinno zatem wygl¡da¢ równanie dla w¦zªa brzegowego gdy? Chcemy
po prostu zapisa¢, »e rozwi¡zanie dla w¦zªa T11 = 1, a zatem wystarczy za-
mieni¢ wszystkie elementy w danym wierszu macierzy na 0 poza t¡ kolumn¡
która odpowiada T11 w wektorze T. Np. zaªó»my, »e pierwsze 2 w¦zªy z
macierzy powy»ej s¡ brzegowe, wtedy taka macierz musi by¢ zmody�kowana
do: | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-:|:-
:|:-:|:-:| |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . .|
|0|0|0|0|0|0|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|. . . .| |0|0|0|0|0|0|0|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|. . . .|
|0|0|0|1|0|0|0|1|-4|1|0|0|0|1|0|0|0|0|. . . .| |0|0|0|1|0|0|0|1|-4|1|0|0|0|1|0|0|0|0|. . . .|
|. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . |. . . .|

W przypadku naszego wyj±ciowego równani otrzymali±my równanie o postaci: 1
δ2 ·

(..+..+...) = 0. Oznacza to, »e wektor prawych stron równania macierzowegoM·T =
B = 0. Jednak wprowadzaj¡c warunki brzegowe mody�kujemy niektóre równania do
postaci Tij = a, a zatem wektor B nie b¦dzie ju» skªadaª si¦ z samych zer. Nale»y w
odpowiednich elementach (odpowiadaj¡cym w¦zªom warunków brzegowych) zada¢
wybran¡ warto±¢, np. 1 dla w¦zªów dolnej kraw¦dzi jak to jest w naszym przypadku.
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Zadanie 4

Rozwi¡» dokªadnie takie same zagadnienie jak w zadaniu 2, lecz teraz skorzystaj nie
z jawnego schematu Eulera, a z niejawnego.

Uwagi:

Przypomnijmy, schemat jawny Eulera zostaª wyprowadzony z nast¦puj¡cego przy-
bli»enia:

T (tn+1)− T (tn)

∆t
= g(tn)

a w przypadku równania Laplaca miaª posta¢

T (tn+1)− T (tn)

∆t
= a ·∆T (tn)

Niejawny schemat Eulera charakteryzuje si¦ tym, »e funkcja prawych stron jest
obliczana nie za pomoc¡ poprzedniego rozwi¡zania, ale za pomoc¡ tego które ak-
tualnie jest wyznaczane, a zatem ma on tak¡ posta¢:

T (tn+1)− T (tn)

∆t
− a ·∆T (tn+1) = 0

A po uproszczeniu:

T (tn+1)−∆t · a ·∆T (tn+1) = T (tn)

Jak teraz wida¢, nie mo»emy wprost obliczy¢ $T(t�{n+1}) $poniewa» rozwi¡zania
dla kolejnych w¦zªów zale»¡ od rozwi¡zania w innych w¦zªach co jest spowodowane
operatorem Laplaca. Jadnak taka forma nadal jest liniowa, poniewa» jak wcze±niej
pokazali±my dyskretyzuj¡c operator Laplaca. Lecz równania nadal posiadamy, tylko
przyj¦ªy one inn¡ form¦. Je±li przypomnimy sobie sytuacj¦ z ustalonego zagad-
nienia, to zauwa»ymy, »e mamy teraz do czynienia z bardzo podobnym przypadkiem.
Macierz któr¡ uzyskali±my z dyskretyzacji operatorem Laplaca mo»e zosta¢ znów
wykorzystana w tym zagadnieniu. Wystarczy j¡ uzupeªni¢ o dodatkowe wspóªczyn-
niki pochodz¡ce od wyrazu wolnego T (tn+1) - czyli w praktyce sprowadzi si¦ to do
dodania 1 do elementów gªównej diagonali. Oczywi±cie warunki brzegowe powinny
zosta¢ zadane na caª¡ macierz, po zsumowaniu wpªywu od pochodnej czasowej i
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operatora Laplaca. Pozostaje ostatnia rzecz - prawa strona równania. W poprzed-
nim zadaniu byªa ona równa 0, teraz nie, teraz po prostu do niej musimy przyp-
isa¢ rozwi¡zanie z poprzedniego korku czasowego. To wszystko, nasz ukªad równa«
b¦dzie miaª posta¢ macierzow¡:

(M+K) · Tn+1 = Tn

gdzie macierz M jest macierz¡ jednostkow¡ I a K to macierz utworzona tak jak w
poprzednim zdaniu.

Zadanie 5

Przerób program z poprzedniego zadania tak, aby ukªad równa« byª utworzony za
pomoc¡ macierzy rzadkich i rozwi¡zany metod¡ iteracyjn¡.

Uwagi:

� Do rozwi¡zania ukªadu równa« mo»na zastosowa¢ metod¦ iteracyjn¡ znajdu-
j¡c¡ si¦ w funkcji bicgstab któr¡ mo»na zaimportowa¢ wykorzystuj¡c from
scipy.sparse.linalg.isolve.iterative import bicgstab

� Macierz rzadk¡ mo»na utworzy¢ wykorzystuj¡c funkcj¦ csr_matrix z bib-
lioteki scipy.sparse . Macierz t¡ tworzy si¦ przygotowuj¡c 3 tablice:

� tablica zawieraj¡ca kolejne indeksy niezerowych kolumn w wierszach
macierzy

� tablica zawieraj¡ca kolejne warto±ci które powinny by¢ umieszczone w
niezerowych kolumnach

� tablic okre±laj¡ca liczb¦ indeks od którego zaczynaj¡ si¦ nast¦pne wier-
sze w dwóch poprzednich tablicach- rozmiar jej powinien by¢ taki sam
jak liczba wierszy, poprzednie dwie tablice maj¡ rozmiar równy sumie
niezerowych kolumn.

Caªe zadanie tutaj polega na tym aby uzupeªni¢ macierz ukªadu równa«, ale tworz¡c
j¡ w postaci skompresowanej. W poprzednim zadaniu wypeªniali±my macierz wprost,
razem z zerami, teraz ju» de�niujemy tylko niezerowe elementy. Format zapisy jest
do±¢ prosty, tylko aby go zrozumie¢ nale»y pomy±le¢ nad tym jakie informacje musi
posiada¢ macierz aby by¢ w peªni zde�niowana.
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