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Metoda eliminacji Gaussa 2. Zaalokuj dynamicznie pamie¢ na wektory b oraz z.
3. Napisz funkcje o nagtéwku

Pliki do wykorzystania w ponizszym ¢wiczeniu mozna pobraé za pomocg ponizszych
linkéw: void HilbertMatrix(int N, double **H);

o Plik nagtéwkowy gauss.h ktéra tworzy macierz Hilberta H.

e Plik zrodlowy gauss.cpp
4. Napisz funkcje o nagltéwku

W ramach niniejszego ¢wiczenia mozna;: or, AR ey G 1T, detile G408l ;

1. Rozwiazaé¢ uklad réownan, w ktérym wystepuje macierz Hilberta. Zadanie ma
pokaza¢ jak uwarunkowanie ukladu wplywa na numeryczna poprawnosé elim-
inacji Gaussa.

2. Rozwiaza¢ zagadnienie rozktadu temperatury w precie. Zadanie ma pokazaé
jak rozwiazaé “rzeczywiste” zagadnienie wykorzystujac eliminacje Gaussa.

ktéra drukuje macierz H na ekranie.

5. Napisz funkcje

void computeVec(int N, double #**H, double *b);

Wyboér zadania zalezy od prowadzacego éwiczenia.
ktora oblicza wektor prawych stron b oraz funkcje

Zadanie 1: macierz Hilberta void plotVec(int N, double *v);

Macierz Hilberta jest macierza, ktérej uwarunkowanie rosnie wyjatkowo szybko z ktéra drukuje wektor v na ekranie.

wymiarem. Oznacza to, ze za pomoca metod numerycznych prawidtowe rozwiazanie

ukladu, w kt(')r.ym wystepuje taka macierz, mozna uzyskac tylko dla niewielkich 6. Zastosuj funkcje realizujaca metode eliminacji Gaussa do rozwigzania uktadu
rozIMarow Macierzy. rownani Hx = b. Naglowek funkcji jest postaci

Rozwiaz uktad réwnan Hx = b, w ktérym:
void gauss(int N, double **A, double *x, double *b);

e H jest macierza Hilberta o elementach h;; = ﬁ.ﬂ., i,7={0,1,...,N — 1},
e 1 to szukane rozwiazanie, gdzie:

e b to wektor prawych stron, w ktérym elementy to sumy b; = Z?’:—Ol hij-

N to liczba réwnan,

A to macierz uktadu réwnan,

x to wektor, w ktorym zostanie zapisane rozwiazanie,
b to wektor prawych stron.

Taki uktad ma analityczne rozwigzanie. Jakie ono jest?

Cwiczenia
7. Przetestuj dzialanie programu dla réznych wartosci V.
1. Zaalokuj dynamicznie pamieé¢ na dwuwymiarowa tablice H o wymiarze N x N
w celu przechowywania elementéw macierzy Hilberta. 8. Jak zmiana typu zmiennych wplywa na doktadno$é¢ obliczen?
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Zadanie 2: rozklad temperatury w precie

1. Wstep

Niniejsze zadanie pozwoli na zapoznanie sie z jedna z metod numerycznych stuza-
cych do rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych. Metody te maja niestychane
znaczenie w kontekscie praktycznie wszystkich zagadnienn mechaniki, od kinematyki
po zlozone problemy mechaniki osrodkéw ciaglych. Wiekszo$¢é problemoéw z jakimi
mamy do czynienia sprowadza sie do opisu zjawiska za pomoca jakiego§ typu réwnarn
czy to algebraicznych, czy rézniczkowych. Czlowiek, dzieki abstrakcyjnemu mysle-
niu, potrafi sobie radzi¢ z ré6znymi ich typami. Niestety nie jest tak w przypadku
komputeréow. One, bedac maszynami liczacymi, $wietnie sobie radza w przypadku
wykonywania prostych algebraicznych operacji. “Rozumieja” podstawowe pojecie
liczb oraz operacji algebraicznych, takich jak dodawanie, odejmowanie czy mnoze-
nie. Jednak nie radza juz sobie z problemami bardziej zlozonymi, takimi jak pojecie
funkcji ciaglej, rozniczkowania. Oczywiscie za pomoca odpowiedniego kodu mozne w
pewnym sensie nauczy¢ je dokonywania rézniczkowania, ale to wciaz bedzie wyko-
nane za pomocy przeksztatcen algebraicznych. Biorac pod uwage zaréwno zalety
jak i ograniczenia takich maszyn, ludzko$¢ skierowala swoja uwage na rozwiazy-
wanie probleméw na sposoéb przyblizony. Nie staramy sie juz rozwigza¢ problemu
opisanego za pomocy abstrakcyjnych tworéw matematycznych, lecz przyblizamy je
czym$ co w wykazuje podobne cechy ale za to daje sie rozwiaza¢ przy wykorzysta-
niu komputeréw. Jednym z przyktadéw takiego uproszczenia sa metody poznane na
poprzednich zajeciach - rozwiazywania réwnarn nieliniowych czy jawnego catkowania
roéwnan rézniczkowych. W tych przypadkach ostateczne rozwiazanie sprowadzato sie
do zapisania odpowiedniego schematu iteracyjnego. Oprécz tego typu metod zostaty
takze opracowane takie ktérych rozwiazywanie sprowadza sie do rozwiazania bardzo
duzego ukladu réwnan liniowych:

A-x=b
gdzie:
e A to macierz uktadu réwnan,

e 1 to wektor niewiadomych a
e b to wektor prawych stron uktadu réwnan.

Jedna z takich metod jest metoda réznic skonczonych. Jej sformutowanie polega
na zastapieniu odpowiednich pochodnych za pomoca réznic pomiedzy wartosci-
ami w $ciSle przewidzianych punktach. Takie podejScie w ostatecznosci prowadzi

do przeformulowania problemu z réwnania rézniczkowego do duzego uktadu alge-
braicznych réwnari liniowych (takie przeformutowanie nazywamy dyskretyzacjg row-
narl). Rozwiazanie takiego ukltadu - znalezienie nieznanego wektora niewiadomych
x - wymaga dokonania odwrdcenia macierzy A i przemnozenia jej lewostronnie z
wektorem b:

z=A"1.b

Na zajeciach z algebry poznali Panistwo metode odwracania macierzy, ktéra byla
oparta na obliczaniu wyznacznikéw dopelnienn algebraicznych. Metoda ta, choé
poprawna, jest niestety bardzo kosztowna. Aby obliczy¢ wyznacznik dopelnienia
nalezy uprzednio znéw obliczy¢ zbiér wyznacznikéw macierzy o rozmiarze o jeden
mniejszej. W praktyce nie jesteSmy zainteresowani znalezieniem postaci odwrotnosci
macierzy A tylko znalezieniem takiego x ktéry bedzie spelnial postawiony uktad
rownan. Do takiego zadania z kolei bardzo dobrze si¢ nadaje metoda eliminacji
Gaussa. Metoda ta pozwala efektywnie obliczy¢ wartosci wektora x, lecz jawnie nie
wyznacza odwrotnosci macierzy A.

W dalszej czesci éwiczenn wykonamy dwa zadania. Pierwsze zadanie bedzie polegato
na przygotowaniu odpowiedniego ukladu réwnan liniowych - czyli przygotowaniu
macierzy uktadu A oraz wektora prawych stron b. Obie te wielkosci zostang utwor-
zone jako rezultat zastosowania metody réznic skoiczonych dla jednowymiarowego
rownania ustalonego przewodnictwa ciepta. W drugiej czesci ¢wiczen zajmiemy sie
rozwigzaniem tego ukladu réwnan za pomoca rzeczonej metody eliminacji Gaussa.
Wynikiem rozwiazania takiego uktadu réwnan bedzie rozklad wartosci temperatury
wzdluz ogrzewanego preta.

2. Przygotowanie ukladu réwnan

Na poczatek zajmijmy sie przygotowaniem uktadu réwnan. Tak jak juz na poczatku
wspomnieliSmy powstanie on jako wynik dyskretyzacji rownania przewodnictwa

Tp\

S
Q T

cieplnego:

Problem ktéry checemy rozwiazaé to rozktad temperatury w stalowym precie o dtu-
goSci L = 1[m] i przewodnosci cieplnej A = 58[7%{}. Pret jest ogrzewany za pomocs,
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zrodla ciepla zmieniajacego sie wzdluz preta - Q = —10% - sm(;mr)[%} Ponadto na
obu koricach preta utrzymywane sa state temperatury T, = 273[K] i T}, = 300[K].

Proces ten opisuje nastepujace rownanie:

2T
Az — QW)

Biorac pod uwage stala warto$é¢ przewodnosci mozemy zapisa¢ réwnanie jako:

T _ Q)

dx? A

Aby w pelni sformutowaé¢ nasz problem nalezy wzia¢ pod uwage warunki brzegowe
postawione dla tego zagadnienia:

T(z=0)=T,

T(x=1L)="T

W celu rozwigzania tego problemu metoda réznic skoriczonych musimy go przefor-
mutowaé do postaci uktadu réwnan liniowych. Na poczatek musimy dokona¢ dyskre-
tyzacji przestrzennej zagadnienia. W tym celu musimy podzieli¢ obszar obliczeniowy
(dlugosé preta L = 1[m]) [0, 1] na N odcinkéw, tak jak to pokazano no ponizszym
rysunku.

TN = Tk

L |
*O)I{l)l(zl?qllrrllllﬂllllllIXM

Punkty zg,z1, ...z N bedziemy nazywali weztami siatki obliczeniowej. Na ta chwile,
mozemy zalozy¢, ze wszystkie punkty (lacznie jest ich N+1) sa réowno oddalone, tj.
zachodzi z;11 — x; = h, gdzie h ma stala, ustalona wartosé réwna:

1

h=—
N

Zanim przejdziemy do dyskretyzacji réwnania, wprowadzmy nastepujace oznaczenie:
T = [Ty, Ty, T2, Ts, ..., Tn]"

gdzie T jest wektorem przechowujgcym wartosci rozwigzania (wartosci funkcji T =
T(z)) w kolejnych punktach siatki obliczeniowej.

Teraz przypomnijmy sobie jak wyglada definicja pochodnej funkcji:

dr _ lim T(z+dx) —T(x)
dr  dz—0 dz

Komputer nie potrafi operowaé¢ na nieskonczenie malych liczbach, dlatego nalezy
wprowadzi¢ przyblizenie w postaci skoficzonego przyrostu h (liczby malej, ale skoric-
zonej):

dI" _T(z+h)—T(z)

dr h

W powyzszym réwnaniu pojawia sie pewien problem: dla jakiej wartodci zmiennej x
powyzsze przyblizenie odwzorowuje pochodna, dla x,  + h czy moze x + %? Tak na
prawde powyzsze przyblizenie bedzie prawdziwe dla kazdej z wymienionych wartosci
x, 7 racji tego, ze jest to tylko przyblizenie. Jesli przyjmiemy, ze jest to przyblize-

nie %(m) to skonczymy z poznanym na poprzednich zajeciach jawnym schematem

Eulera. Jegli zalozymy, ze jest to %(x + h) otrzymamy niejawny schemat Eulera
(nie da sie tak tatwo go zastosowaé jak to robilismy poprzednio). Nas jednak w
tej chwili interesuje zalozenie, ze taka réznica w
pochodnej %(m + g) Mozna udowodnié, ze takie zalozenie, tzw. schematu cen-
tralnego, jest bardziej dokladne i w rezultacie daje nam schemat drugiego rzedu
doktadnosci (rzad doktadnosci okresla z jaka potega zmienia sie btad przyblizenia

przy zmianie wielko$ci kroku h).

odwzorowuje warto$é

Z racji tego, ze nasz wyjéciowy problem jest opisany przez druga pochodna CffT”-Q
spréobujmy zastosowaé powyzsze przyblizenie ponownie. Wprowadzmy oznaczenie

% =Y, wtedy nasz wyjSciowy problem bedzie wygladal tak:

v Q)

de ~— A

Zastosujmy nasze przyblizenie dla funkcji Y wykorzystujac zalozenie o pochodnej
centralnej:
Ya+§)-Y(@-3%) Q)
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Zastosujmy ponownie pochodna centralna, ale teraz dla wartosci pochodnej Y (z +
%) = %(w + %) oraz Y (z — %)%(x — %)

Y(:L'Jrg):T(x—i_h}z_T(x)Y(xfﬁ

Podstawiajac powyzsze do wzoru wyjsciowego otrzymamy:

L)) _ TOJ@l) . 7z 4 h) -2 T(w)+ Tz —h) _ Q(x)

h h? A

Powyzszy wzér jest przyblizeniem drugiej pochodnej za pomoca wartosci rozwigzania
w 3 punktach: z — h, z, x + h. Powyzszy schemat jest przyblizeniem drugiego rzedu,
co zapewnia duza dokladno$¢ odwzorowania pochodnej. Réwnanie to wykorzystamy
w celu przygotowania odpowiedniego uktadu réwnan. Zanim przejdziemy do ostate-
cznego sformutowania ukladu réwnan przemnézmy zaproponowane réwnanie przez

h2:

Q(z) B2
A
Wréémy do obrazka przedstawiajacego dyskretyzacje. Weimy pod uwage wezly
o numerach od 1,...,N-1. Jesli podstawimy kolejne z; do réwnania powyzej, to
otrzymamy zestaw nastepujacych réwnan:

Ty—2T\+Tp = %-WT;;—Q-Tﬁ—Tl - @-MQ—Q-T@LTQ -

Tx+h)—2T(x)+T(x—h) =

Q(x3)
A

Umyélnie pominiete zostaly wezly 0 i N, poniewaz dla nich trudno jest napisaé¢
roéwnanie, skoro nie istnieja wezly z_1 1 xn41 - nimi zajmiemy sie p6zniej. Teraz
nalezy zwréci¢ uwage na sama posta¢ uzyskanych réwnan. Kazde z nich wigze 3
niewiadome wielkodci, oznaczane jako T;41,7;,T;—1. Sa to wartoéci poszukiwanej
funkcji w odpowiadajacych im weztach. Wprowadzmy jeszcze jedno oznaczenie:

Q(x:)
o

Wtedy kolejne rownanie bedzie mialo postaé:

F, =

Tip1—2-T;+T, 1 = F;

Jak widag, jest to proste réwnanie liniowe wigzace 3 niewiadome i znana wielkos§é F;.
Jesli zbierzemy wielkosci T; w jednym duzym wektorze T, tak jak to przyjeliémy na
poczatku, zbiér réwnan dla i = 1,2, ..N — 1 mozemy zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

K- T=F

B2 Ty—2Tn.

gdzie K okresla odpowiednig macierz wspotczynnikow:

1 -2 1 0 ... ... ... 0 Ty P
0 1 -2 1 0 ... ... 0 T Fl
00 1 -2 1 0 0 |l = 7
. 0 .
0 1 -2 1 T Fya

Powyzszy uklad réwnan nie jest jeszcze skonczony. Jak tatwo zauwazy¢, macierz nie
jest kwadratowa, poniewaz brakuje nam dwéch réwnan odpowiadajacych weztom z¢
ixzy. Jest to miejsce w ktérym powinnismy wziaé¢ pod uwage warunki brzegowe.
Zgodnie z postawionym problemem mamy:

T(x=ua9)=To =T, =273T(x = 2n) =Ty =T = 300

W zasadzie powyzsze stwierdzenie jest wystarczajace aby uznaé je za réwnanie, ktére
w istocie jest wyraza réwnosé. Mozna jednak zrobié tez inaczej. Uznaé wartosci Tp
i Ty jako znane i wyeliminowa¢ pierwsza oraz ostatnia kolumne z ukladu réwnar.
Tloczyn odpowiedniego wspolczynnika i znanej wielkoséci powinien wtedy powedrowaé
do wektora prawych stron F. W naszym przypadku, z uwagi na uproszczenie kodu,
po prostu dopiszemy 2 dodatkowe rownania od uktadu réwnan modyfikujac macierz
oraz wektor prawych stron:

1 0 0 - - r 273
1 -2 1 0 ... 0 ::?0 Q1) | p2
00 1 -2 1 0 o «| 2| = o
0 T. Q(mi) .
0 1 -2 1 N-1 =S h
0 1 LI 1 | 300 |
Cwiczenia

1. Zaalokuj dynamicznie pamie¢ na macierz K. Pamietaj, ze liczba punktow
dyskretyzacji jest rowna N + 1 dla zaprezentowanego przyktadu.

2. Zaalokuj dynamicznie pamie¢ na wektor prawych stron F oraz wektor poszuki-
wanego rozwiazania 7.

3. Napisz funkcje, ktéra postuzy do uzupetnienia macierzy K. Nagtowek funkeji
powinien mieé¢ postac:
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void computeMatrix(int N, double #**K); void gauss(int N, double **A, double *x, double *b);

Uzupelnij macierz K. gdzie:

N to liczba réwnan,

A to macierz uktadu réwnan,

x to wektor, w ktérym zostanie zapisane rozwigzanie,
b to wektor prawych stron.

4. Napisz funkcje stuzgcg do wyswietlania macierzy K o nagtowku:

void displayMatrix(int n, double #**K);

Sprawd? czy uzyskana macierz jest odpowiednio utworzona. 2. Sporzadz wykres funkcji T = T'(x) wykorzystujac biblioteke graficzna. Dla

liczby podzialow N = 20 (21 punktoéw) powinienes uzyska¢ wynik podobny do
5. Napisz funkcje, ktéra postuzy do uzupelnienia wektora prawych stron F.
Naglowek funkcji powinien mie¢ postac:

void computeVector(int N, double *F);

o
o -
™ D/Z/em
Uzupehij wektor F. -
o
a -
6. Napisz funkcje stuzaca do wyswietlania wektoréw F oraz T o nagtéwku: -
b —
=
void displayVector(int n, double *F); g -
Sprawdz czy wektor F' jest poprawnie utworzony. "
(.,: -
. . | | | | |
3. Rozwigzanie ukladu réwnan 0.0 0.2 04 06 08
Przejdzmy teraz do ostatniej czesci ¢wiczen - rozwiazania uktadu réwnan. W wyniku X
tego dzialania otrzymamy tablice T' przechowujaca wartosci rozwigzania problemu zaprezentowanego ponizej

przewodnictwa ciepla w z gory narzuconych punktach.
3. Przetestuj dziatanie programu dla réznych N (nie przesadZ, poniewaz metoda

i Gaussa nie jest metoda optymalna do tego typu problemow).
Cwiczenia
4. Oblicz warto§¢ wyznacznika macierzy K.
1. Zastosuj funkcje realizujaca metode eliminacji Gaussa do rozwiazania
powyzszego ukladu réwnan. Naglowek funkeji jest postaci:
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