
Metoda eliminacji Gaussa

Pliki do wykorzystania w poni»szym ¢wiczeniu mo»na pobra¢ za pomoc¡ poni»szych
linków:

� Plik nagªówkowy gauss.h
� Plik ¹ródªowy gauss.cpp

W ramach niniejszego ¢wiczenia mo»na:

1. Rozwi¡za¢ ukªad równa«, w którym wyst¦puje macierz Hilberta. Zadanie ma
pokaza¢ jak uwarunkowanie ukªadu wpªywa na numeryczn¡ poprawno±¢ elim-
inacji Gaussa.

2. Rozwi¡za¢ zagadnienie rozkªadu temperatury w pr¦cie. Zadanie ma pokaza¢
jak rozwi¡za¢ �rzeczywiste� zagadnienie wykorzystuj¡c eliminacj¦ Gaussa.

Wybór zadania zale»y od prowadz¡cego ¢wiczenia.

Zadanie 1: macierz Hilberta

Macierz Hilberta jest macierz¡, której uwarunkowanie ro±nie wyj¡tkowo szybko z
wymiarem. Oznacza to, »e za pomoc¡ metod numerycznych prawidªowe rozwi¡zanie
ukªadu, w którym wyst¦puje taka macierz, mo»na uzyska¢ tylko dla niewielkich
rozmiarów macierzy.

Rozwi¡» ukªad równa« Hx = b, w którym:

� H jest macierz¡ Hilberta o elementach hij =
1

1+i+j , i, j = {0, 1, . . . , N − 1},
� x to szukane rozwi¡zanie,
� b to wektor prawych stron, w którym elementy to sumy bi =

∑N−1
j=0 hij .

Taki ukªad ma analityczne rozwi¡zanie. Jakie ono jest?

�wiczenia

1. Zaalokuj dynamicznie pami¦¢ na dwuwymiarow¡ tablic¦ H o wymiarze N ×N
w celu przechowywania elementów macierzy Hilberta.
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2. Zaalokuj dynamicznie pami¦¢ na wektory b oraz x.
3. Napisz funkcj¦ o nagªówku

void HilbertMatrix(int N, double **H);

która tworzy macierz Hilberta H.

4. Napisz funkcj¦ o nagªówku

void displayMatrix(int N, double **H);

która drukuje macierz H na ekranie.

5. Napisz funkcj¦

void computeVec(int N, double **H, double *b);

która oblicza wektor prawych stron b oraz funkcj¦

void plotVec(int N, double *v);

która drukuje wektor v na ekranie.

6. Zastosuj funkcj¦ realizuj¡c¡ metod¦ eliminacji Gaussa do rozwi¡zania ukªadu
równa« Hx = b. Nagªówek funkcji jest postaci

void gauss(int N, double **A, double *x, double *b);

gdzie:

� N to liczba równa«,
� A to macierz ukªadu równa«,
� x to wektor, w którym zostanie zapisane rozwi¡zanie,
� b to wektor prawych stron.

7. Przetestuj dziaªanie programu dla ró»nych warto±ci N .

8. Jak zmiana typu zmiennych wpªywa na dokªadno±¢ oblicze«?
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Zadanie 2: rozkªad temperatury w pr¦cie

1. Wst¦p

Niniejsze zadanie pozwoli na zapoznanie si¦ z jedn¡ z metod numerycznych sªu»¡-
cych do rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowych. Metody te maj¡ niesªychane
znaczenie w kontek±cie praktycznie wszystkich zagadnie« mechaniki, od kinematyki
po zªo»one problemy mechaniki o±rodków ci¡gªych. Wi¦kszo±¢ problemów z jakimi
mamy do czynienia sprowadza si¦ do opisu zjawiska za pomoc¡ jakiego± typu równa«
czy to algebraicznych, czy ró»niczkowych. Czªowiek, dzi¦ki abstrakcyjnemu my±le-
niu, potra� sobie radzi¢ z ró»nymi ich typami. Niestety nie jest tak w przypadku
komputerów. One, b¦d¡c maszynami licz¡cymi, ±wietnie sobie radz¡ w przypadku
wykonywania prostych algebraicznych operacji. �Rozumiej¡� podstawowe poj¦cie
liczb oraz operacji algebraicznych, takich jak dodawanie, odejmowanie czy mno»e-
nie. Jednak nie radz¡ ju» sobie z problemami bardziej zªo»onymi, takimi jak poj¦cie
funkcji ci¡gªej, ró»niczkowania. Oczywi±cie za pomoc¡ odpowiedniego kodu mo»ne w
pewnym sensie nauczy¢ je dokonywania ró»niczkowania, ale to wci¡» b¦dzie wyko-
nane za pomoc¡ przeksztaªce« algebraicznych. Bior¡c pod uwag¦ zarówno zalety
jak i ograniczenia takich maszyn, ludzko±¢ skierowaªa swoj¡ uwag¦ na rozwi¡zy-
wanie problemów na sposób przybli»ony. Nie staramy si¦ ju» rozwi¡za¢ problemu
opisanego za pomoc¡ abstrakcyjnych tworów matematycznych, lecz przybli»amy je
czym± co w wykazuje podobne cechy ale za to daje si¦ rozwi¡za¢ przy wykorzysta-
niu komputerów. Jednym z przykªadów takiego uproszczenia s¡ metody poznane na
poprzednich zaj¦ciach - rozwi¡zywania równa« nieliniowych czy jawnego caªkowania
równa« ró»niczkowych. W tych przypadkach ostateczne rozwi¡zanie sprowadzaªo si¦
do zapisania odpowiedniego schematu iteracyjnego. Oprócz tego typu metod zostaªy
tak»e opracowane takie których rozwi¡zywanie sprowadza si¦ do rozwi¡zania bardzo
du»ego ukªadu równa« liniowych:

A · x = b

gdzie:

� A to macierz ukªadu równa«,
� x to wektor niewiadomych a
� b to wektor prawych stron ukªadu równa«.

Jedn¡ z takich metod jest metoda ró»nic sko«czonych. Jej sformuªowanie polega
na zast¡pieniu odpowiednich pochodnych za pomoc¡ ró»nic pomi¦dzy warto±ci-
ami w ±ci±le przewidzianych punktach. Takie podej±cie w ostateczno±ci prowadzi
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do przeformuªowania problemu z równania ró»niczkowego do du»ego ukªadu alge-
braicznych równa« liniowych (takie przeformuªowanie nazywamy dyskretyzacj¡ rów-
na«). Rozwi¡zanie takiego ukªadu - znalezienie nieznanego wektora niewiadomych
x - wymaga dokonania odwrócenia macierzy A i przemno»enia jej lewostronnie z
wektorem b:

x = A−1 · b
Na zaj¦ciach z algebry poznali Pa«stwo metod¦ odwracania macierzy, która byªa
oparta na obliczaniu wyznaczników dopeªnie« algebraicznych. Metoda ta, cho¢
poprawna, jest niestety bardzo kosztowna. Aby obliczy¢ wyznacznik dopeªnienia
nale»y uprzednio znów obliczy¢ zbiór wyznaczników macierzy o rozmiarze o jeden
mniejszej. W praktyce nie jeste±my zainteresowani znalezieniem postaci odwrotno±ci
macierzy A tylko znalezieniem takiego x który b¦dzie speªniaª postawiony ukªad
równa«. Do takiego zadania z kolei bardzo dobrze si¦ nadaje metoda eliminacji
Gaussa. Metoda ta pozwala efektywnie obliczy¢ warto±ci wektora x, lecz jawnie nie
wyznacza odwrotno±ci macierzy A.

W dalszej cz¦±ci ¢wicze« wykonamy dwa zadania. Pierwsze zadanie b¦dzie polegaªo
na przygotowaniu odpowiedniego ukªadu równa« liniowych - czyli przygotowaniu
macierzy ukªadu A oraz wektora prawych stron b. Obie te wielko±ci zostan¡ utwor-
zone jako rezultat zastosowania metody ró»nic sko«czonych dla jednowymiarowego
równania ustalonego przewodnictwa ciepªa. W drugiej cz¦±ci ¢wicze« zajmiemy si¦
rozwi¡zaniem tego ukªadu równa« za pomoc¡ rzeczonej metody eliminacji Gaussa.
Wynikiem rozwi¡zania takiego ukªadu równa« b¦dzie rozkªad warto±ci temperatury
wzdªu» ogrzewanego pr¦ta.

2. Przygotowanie ukªadu równa«

Na pocz¡tek zajmijmy si¦ przygotowaniem ukªadu równa«. Tak jak ju» na pocz¡tku
wspomnieli±my powstanie on jako wynik dyskretyzacji równania przewodnictwa

cieplnego:

Problem który chcemy rozwi¡za¢ to rozkªad temperatury w stalowym pr¦cie o dªu-
go±ci L = 1[m] i przewodno±ci cieplnej λ = 58[ W

mK ]. Pr¦t jest ogrzewany za pomoc¡
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¹ródªa ciepªa zmieniaj¡cego si¦ wzdªu» pr¦ta - Q = −104 · sin(xπ)[ Wm3 ]. Ponadto na
obu ko«cach pr¦ta utrzymywane s¡ staªe temperatury Tp = 273[K] i Tk = 300[K].

Proces ten opisuje nast¦puj¡ce równanie:

λ
d2T

dx2
= Q(x)

Bior¡c pod uwag¦ staª¡ warto±¢ przewodno±ci mo»emy zapisa¢ równanie jako:

d2T

dx2
=

Q(x)

λ

Aby w peªni sformuªowa¢ nasz problem nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ warunki brzegowe
postawione dla tego zagadnienia:

T (x = 0) = Tp

T (x = L) = Tk

W celu rozwi¡zania tego problemu metod¡ ró»nic sko«czonych musimy go przefor-
muªowa¢ do postaci ukªadu równa« liniowych. Na pocz¡tek musimy dokona¢ dyskre-
tyzacji przestrzennej zagadnienia. W tym celu musimy podzieli¢ obszar obliczeniowy
(dªugo±¢ pr¦ta L = 1[m]) [0, 1] na N odcinków, tak jak to pokazano no poni»szym
rysunku.

Punkty x0, x1, . . . xN b¦dziemy nazywali w¦zªami siatki obliczeniowej. Na t¡ chwil¦,
mo»emy zaªo»y¢, »e wszystkie punkty (ª¡cznie jest ich N+1) s¡ równo oddalone, tj.
zachodzi xi+1 − xi = h, gdzie h ma staª¡, ustalon¡ warto±¢ równ¡:

h =
1

N
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Zanim przejdziemy do dyskretyzacji równania, wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenie:

T = [T0, T1, T2, T3, ..., TN ]T

gdzie T jest wektorem przechowuj¡cym warto±ci rozwi¡zania (warto±ci funkcji T =
T (x)) w kolejnych punktach siatki obliczeniowej.

Teraz przypomnijmy sobie jak wygl¡da de�nicja pochodnej funkcji:

dT

dx
= lim

dx→0

T (x+ dx)− T (x)

dx

Komputer nie potra� operowa¢ na niesko«czenie maªych liczbach, dlatego nale»y
wprowadzi¢ przybli»enie w postaci sko«czonego przyrostu h (liczby maªej, ale sko«c-
zonej):

dT

dx
≈ T (x+ h)− T (x)

h

W powy»szym równaniu pojawia si¦ pewien problem: dla jakiej warto±ci zmiennej x
powy»sze przybli»enie odwzorowuje pochodn¡, dla x, x+h czy mo»e x+ h

2 ? Tak na
prawd¦ powy»sze przybli»enie b¦dzie prawdziwe dla ka»dej z wymienionych warto±ci
x, z racji tego, »e jest to tylko przybli»enie. Je±li przyjmiemy, »e jest to przybli»e-
nie dT

dx (x) to sko«czymy z poznanym na poprzednich zaj¦ciach jawnym schematem

Eulera. Je±li zaªo»ymy, »e jest to dT
dx (x + h) otrzymamy niejawny schemat Eulera

(nie da si¦ tak ªatwo go zastosowa¢ jak to robili±my poprzednio). Nas jednak w

tej chwili interesuje zaªo»enie, »e taka ró»nica T (x+h)−T (x)
h odwzorowuje warto±¢

pochodnej dT
dx (x + h

2 ). Mo»na udowodni¢, »e takie zaªo»enie, tzw. schematu cen-
tralnego, jest bardziej dokªadne i w rezultacie daje nam schemat drugiego rz¦du
dokªadno±ci (rz¡d dokªadno±ci okre±la z jak¡ pot¦g¡ zmienia si¦ bª¡d przybli»enia
przy zmianie wielko±ci kroku h).

Z racji tego, »e nasz wyj±ciowy problem jest opisany przez drug¡ pochodn¡ d2T
dx2

spróbujmy zastosowa¢ powy»sze przybli»enie ponownie. Wprowad¹my oznaczenie
dT
dx = Y , wtedy nasz wyj±ciowy problem b¦dzie wygl¡daª tak:

dY

dx
=

Q(x)

λ

Zastosujmy nasze przybli»enie dla funkcji Y wykorzystuj¡c zaªo»enie o pochodnej
centralnej:

Y (x+ h
2 )− Y (x− h

2 )

h
=

Q(x)

λ
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Zastosujmy ponownie pochodn¡ centraln¡, ale teraz dla warto±ci pochodnej Y (x +
h
2 ) =

dT
dx (x+ h

2 ) oraz Y (x− h
2 )

dT
dx (x− h

2 ):

Y (x+
h

2
) =

T (x+ h)− T (x)

h
Y (x− h

2
) =

T (x)− T (x− h)

h

Podstawiaj¡c powy»sze do wzoru wyj±ciowego otrzymamy:

T (x+h)−T (x)
h − T (x)−T (x−h)

h

h
=

T (x+ h)− 2 · T (x) + T (x− h)

h2
=

Q(x)

λ

Powy»szy wzór jest przybli»eniem drugiej pochodnej za pomoc¡ warto±ci rozwi¡zania
w 3 punktach: x−h, x, x+h. Powy»szy schemat jest przybli»eniem drugiego rz¦du,
co zapewnia du»¡ dokªadno±¢ odwzorowania pochodnej. Równanie to wykorzystamy
w celu przygotowania odpowiedniego ukªadu równa«. Zanim przejdziemy do ostate-
cznego sformuªowania ukªadu równa« przemnó»my zaproponowane równanie przez
h2:

T (x+ h)− 2T (x) + T (x− h) =
Q(x)

λ
h2

Wró¢my do obrazka przedstawiaj¡cego dyskretyzacj¦. We¹my pod uwag¦ w¦zªy
o numerach od 1,. . . ,N-1. Je±li podstawimy kolejne xi do równania powy»ej, to
otrzymamy zestaw nast¦puj¡cych równa«:

T2−2·T1+T0 =
Q(x1)

λ
·h2T3−2·T2+T1 =

Q(x2)

λ
·h2T4−2·T3+T2 =

Q(x3)

λ
·h2...TN−2·TN−1+TN−2 =

Q(xN−1)

λ
·h2

Umy±lnie pomini¦te zostaªy w¦zªy 0 i N , poniewa» dla nich trudno jest napisa¢
równanie, skoro nie istniej¡ w¦zªy x−1 i xN+1 - nimi zajmiemy si¦ pó¹niej. Teraz
nale»y zwróci¢ uwag¦ na sam¡ posta¢ uzyskanych równa«. Ka»de z nich wi¡»e 3
niewiadome wielko±ci, oznaczane jako Ti+1, Ti, Ti−1. S¡ to warto±ci poszukiwanej
funkcji w odpowiadaj¡cych im w¦zªach. Wprowad¹my jeszcze jedno oznaczenie:

Fi =
Q(xi)

λ
· h2

Wtedy kolejne równanie b¦dzie miaªo posta¢:

Ti+1 − 2 · Ti + Ti−1 = Fi

Jak wida¢, jest to proste równanie liniowe wi¡»¡ce 3 niewiadome i znan¡ wielko±¢ Fi.
Je±li zbierzemy wielko±ci Ti w jednym du»ym wektorze T , tak jak to przyj¦li±my na
pocz¡tku, zbiór równa« dla i = 1, 2, ..N − 1 mo»emy zapisa¢ w postaci macierzowej:

K · T = F
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gdzie K okre±la odpowiedni¡ macierz wspóªczynników:




1 −2 1 0 . . . . . . . . . 0
0 1 −2 1 0 . . . . . . 0
0 0 1 −2 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 1 −2 1



×




T0

T1

T2

...
TN



=




F1

F2

...
FN−1




Powy»szy ukªad równa« nie jest jeszcze sko«czony. Jak ªatwo zauwa»y¢, macierz nie
jest kwadratowa, poniewa» brakuje nam dwóch równa« odpowiadaj¡cych w¦zªom x0

i xN . Jest to miejsce w którym powinni±my wzi¡¢ pod uwag¦ warunki brzegowe.
Zgodnie z postawionym problemem mamy:

T (x = x0) = T0 = Tp = 273T (x = xN ) = TN = Tk = 300

W zasadzie powy»sze stwierdzenie jest wystarczaj¡ce aby uzna¢ je za równanie, które
w istocie jest wyra»a równo±¢. Mo»na jednak zrobi¢ te» inaczej. Uzna¢ warto±ci T0

i TN jako znane i wyeliminowa¢ pierwsz¡ oraz ostatni¡ kolumn¦ z ukªadu równa«.
Iloczyn odpowiedniego wspóªczynnika i znanej wielko±ci powinien wtedy pow¦drowa¢
do wektora prawych stron F . W naszym przypadku, z uwagi na uproszczenie kodu,
po prostu dopiszemy 2 dodatkowe równania od ukªadu równa« mody�kuj¡c macierz
oraz wektor prawych stron:




1 0 0 0 . . . . . . . . . 0
1 −2 1 0 . . . . . . . . . 0
0 1 −2 1 0 . . . . . . 0
0 0 1 −2 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 1 −2 1
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1




×




T0

T1

T2

...
TN−1

TN



=




273
Q(x1)

λ · h2

Q(x2)
λ · h2

...
Q(xN−1)

λ · h2

300




�wiczenia

1. Zaalokuj dynamicznie pami¦¢ na macierz K. Pami¦taj, »e liczba punktów
dyskretyzacji jest równa N + 1 dla zaprezentowanego przykªadu.

2. Zaalokuj dynamicznie pami¦¢ na wektor prawych stron F oraz wektor poszuki-
wanego rozwi¡zania T .

3. Napisz funkcj¦, która posªu»y do uzupeªnienia macierzy K. Nagªówek funkcji
powinien mie¢ posta¢:
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void computeMatrix(int N, double **K);

Uzupeªnij macierz K.

4. Napisz funkcj¦ sªu»¡c¡ do wy±wietlania macierzy K o nagªówku:

void displayMatrix(int n, double **K);

Sprawd¹ czy uzyskana macierz jest odpowiednio utworzona.

5. Napisz funkcj¦, która posªu»y do uzupeªnienia wektora prawych stron F .
Nagªówek funkcji powinien mie¢ posta¢:

void computeVector(int N, double *F);

Uzupeªnij wektor F .

6. Napisz funkcj¦ sªu»¡c¡ do wy±wietlania wektorów F oraz T o nagªówku:

void displayVector(int n, double *F);

Sprawd¹ czy wektor F jest poprawnie utworzony.

3. Rozwi¡zanie ukªadu równa«

Przejd¹my teraz do ostatniej cz¦±ci ¢wicze« - rozwi¡zania ukªadu równa«. W wyniku
tego dziaªania otrzymamy tablic¦ T przechowuj¡c¡ warto±ci rozwi¡zania problemu
przewodnictwa ciepªa w z góry narzuconych punktach.

�wiczenia

1. Zastosuj funkcj¦ realizuj¡c¡ metod¦ eliminacji Gaussa do rozwi¡zania
powy»szego ukªadu równa«. Nagªówek funkcji jest postaci:
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void gauss(int N, double **A, double *x, double *b);

gdzie:

� N to liczba równa«,
� A to macierz ukªadu równa«,
� x to wektor, w którym zostanie zapisane rozwi¡zanie,
� b to wektor prawych stron.

2. Sporz¡d¹ wykres funkcji T = T (x) wykorzystuj¡c bibliotek¦ gra�czn¡. Dla
liczby podziaªów N = 20 (21 punktów) powiniene± uzyska¢ wynik podobny do

zaprezentowanego poni»ej

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

27
5

28
5

29
5

30
5

x

T
(x

)

3. Przetestuj dziaªanie programu dla ró»nych N (nie przesad¹, poniewa» metoda
Gaussa nie jest metod¡ optymaln¡ do tego typu problemów).

4. Oblicz warto±¢ wyznacznika macierzy K.
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